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Prefacio

Este é o texto de apoio as aulas das disciplinas de pos-graduacdo sobre Fundamentos da Teo-
ria das Estruturas e de Analise Nao-linear de Estruturas ministradas pelo autor no Departa-
mento de Engenharia de Estruturas e Fundagdes da Escola Politécnica da Universidade de Sao
Paulo desde 1985.

Embora se deseje transforma-lo em um livro, ele, contudo, deve ainda ser considerado provi-
sorio. Ele ainda ndo inclui referéncias bibliograficas, o numero de figuras, de exemplos e de
exercicios € pequeno, alguns capitulos ainda nem foram completados. Modifica¢des e com-
plementac¢des tém sido introduzidas todos os anos na tentativa de melhora-lo. Para isso, su-
gestoes, corregoes e contribuigdes por parte do leitor sdo bem-vindas. Pede-se, pela mesma
razao, compreensdo e boa vontade aos alunos que o utilizarem.

O texto ¢ conceitual e contém muita matematica, requerendo esforco e persisténcia dos alu-
nos. Procurou-se apresentar os topicos matematicos de forma mais operacional, ou seja, de
forma simples e intuitiva, sem rigorismo. E um texto para Engenheiros, ndo para Matemati-
cos. Por isso, como motivagdo, um capitulo introdutdrio as Estruturas Civis foi elaborado. No
entanto, o texto pode servir muito bem a Engenheiros Estruturais de outras areas como a Me-
canica, Automotiva, Naval e Aeronautica. E a opinido do autor que estes conceitos sio indis-
pensaveis para a formacao de um Engenheiro de Estruturas completo, que possa compreender
os trabalhos mais recentes nesta area, efetuar pesquisas tanto para o Mestrado como para o
Doutorado nas areas de Mecénica dos Solidos e de Estruturas e ser responsavel pelo desen-
volvimento de novas tecnologias.

Recomenda-se antecipadamente aos alunos, assim como aos demais leitores, que fagam uma
revisdo da Matematica do curso de graduacdo com énfase em matrizes, determinantes, calculo
diferencial e integral de fun¢des de uma ou mais variaveis reais. A quantidade de informagao
disponibilizada aos alunos aqui ¢ avassaladora. Por isso, recomenda-se que os alunos estudem
com afinco semanalmente a matéria apresentada. E facil o aluno perder o pé. Da mesma for-
ma, recomenda-se que os alunos elaborem sempre os exercicios deste texto ¢ os sugeridos em
aula.

Nos capitulos iniciais os Fundamentos Matematicos necessarios a compreensao da Mecanica
dos Solidos e das Estruturas sdo apresentados. Uma introdugdo & Algebra Linear ¢ elaborada
no Capitulo 2, dando importancia aos seus aspectos operacionais. A Algebra Linear é crucial
para o entendimento dos conceitos de vetor e de tensor que permeiam toda a Mecénica dos
Soélidos e das Estruturas. Os Principios da Mecénica dos So6lidos ficam muito mais claros com
a utilizagdo desta ferramenta matematica. Formulac¢des no espago tridimensional ficam enor-
memente facilitadas com o seu emprego. Como todo novo conhecimento, o aprendizado inici-
al é sempre arduo. No entanto, o esfor¢co ¢ recompensado pelo ganho operacional ¢ pela ele-
gancia alcangada na notagdo. A seguir, no Capitulo 3, a luz dos elementos de Algebra Linear,
sdo entdo revistos e estendidos alguns resultados de Calculo Diferencial e Integral aplicados a
Analise Tensorial, dando novamente mais relevancia ao aspecto operacional. No Capitulo 4,
um breve estudo das Equagdes Diferenciais Ordinarias e Parciais é oferecido ao leitor com o
intuito de complementar seu background matematico. O Capitulo 5 ¢ uma introdugdo ao Cal-



culo Variacional, que ¢ condigdo Sine qua non para o entendimento das formulag¢des integrais
da Mecanica dos Soélidos e das Estruturas, as quais s3o empregadas na forma de teoremas tao
importantes como o Teorema dos Trabalhos Virtuais e na formulagdo de métodos aproxima-
dos de solugdo como o Método dos Elementos Finitos. Trata-se de uma parte da Matematica
que geralmente ndo ¢ abordada em cursos de graduagdo de Engenharia.

Nos quatro capitulos seguintes os fundamentos da Mecanica dos Sélidos Deformaveis sao
apresentados. No Capitulo 6, expde-se a Cinematica dos Soélidos Deformaveis, utilizando-se o
ferramental matematico do Capitulo 2 em toda a sua potencialidade. No Capitulo 7, os Princi-
pios da Mecéanica sdo reapresentados ao leitor, inicialmente para os pontos materiais, a seguir
para os solidos rigidos e finalmente para os solidos deformaveis. No Capitulo 8 a Estatica e
Dinamica dos Soélidos sdo descritas. O conceito de tensdo ¢ discutido com profundidade e as
Equagdes do Movimento e do Equilibrio sdo deduzidas. No Capitulo 9, uma introducdo a Te-
oria das Equagdes Constitutivas é elaborada, completando os conhecimentos basicos necessa-
rios para a compreensdo da moderna Mecanica dos Solidos e das Estruturas.

Nos capitulos finais diversas aplicagdes da Mecanica dos Solidos Deformaveis sdo apresenta-
das, como a Teoria Linear da Elasticidade, a Teoria Nao-linear da Elasticidade, a Teoria da
Plasticidade, a Teoria da Viscoelasticidade e a Teoria da Estabilidade. E 6bvio que tais apli-
cacdes sdo expostas em carater preliminar, ndo se almejando uma apresentagdo completa so-
bre o assunto. Elas servem para ilustrar o poder da Mecénica dos So6lidos na resolugdo de pro-
blemas da Teoria das Estruturas.

Devo o meu agradecimento aos alunos que me ajudaram a preparar este texto, em particular
com figuras, exercicios, corregdes ¢ sugestdes. Sem ser exaustiva, a lista de meus credores
contém o Eduardo de Moraes Barreto Campello, o Elivaldo Elenildo da Silva, o Evandro Ros-
si Dasambiagio e o Hudson Chagas dos Santos.

Aproveito o ensejo para agradecer ao CNPq, que tem me apoiado com uma bolsa de Pesqui-
sador, em nivel 1, desde 1996, e ao Professor Peter Wriggers, chefe da cadeira de Mecanica
Estrutural ¢ Computacional da Universidade de Hannover, que me proporcionou dois estagios
como Professor Visitante em 2002. Esta cadeira é sucessora da Cadeira de August Ritter, co-
nhecido dos alunos de Resisténcia dos Materiais pelos seus trabalhos no século XIX sobre o
calculo de treli¢as. Agradego também aos Professores Balthasar Novak e Wolfgang Ehlers da
Universidade de Stuttgart, respectivamente do Instituto de Projeto de Estruturas Leves e do
Instituto de Mecanica Estrutural, que me convidaram para um estagio de pos-doutorado nesta
renomada instituicdo. Sou também grato aos governos brasileiro e portugués que, através da
CAPES e do ICCTI tém apoiado a mim e ao Professor Sérgio Proenca da Escola de Engenha-
ria de Sdo Carlos em um convénio internacional entre a Universidade de Sao Paulo e o Insti-
tuto Superior Técnico da Universidade Técnica de Lisboa. Este convénio tem financiado esta-
gios a diversos alunos e professores de ambos os paises. Em particular, agradeco ao Professor
Teixeira de Freitas que tdo bem tem-me acolhido em Lisboa. Nestes estagios tive a paz neces-
saria para preparar esta revisao.

Paulo de Mattos Pimenta

Hannover, Stuttgart, Lisboa e Sao Paulo, fevereiro de 2006
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As Estruturas da

Engenharia

1 Solidos e estruturas

Como este texto trata de solidos e de estruturas, ¢ necessario primeiramente introduzir preliminar-
mente alguns conceitos e definicdes. Slidos', em oposicdo aos fluidos, sdo conjuntos conexos de
material que possuem forma definida quando ndo sdo submetidos a agdo de nenhum esfor¢o exter-
no.

Solidos na Mecanica dos Meios Continuos sdo considerados um conjunto continuo de pontos mate-
riais que podem ser identificados pela posi¢cdo que ocupam no espaco fisico tridimensional. S6lidos
sdo considerados rigidos quando a distancia relativa entre quaisquer dois de seus pontos materiais
ndo se altera no tempo. Caso contrario sdo chamados deformaveis.

Solidos sao considerados uma estrutura quando t€m a fungao de transmitir ou resistir a acdo de es-
forcos externos. Para isso € necessario que tenham também mantenham uma forma definida quando
submetidos a acdo dos esforcos externos para os quais devam ser funcionais. Uma estrutura ¢ por-
tanto um solido com uma fun¢do mecanica. Estruturas podem ser projetadas e construidas para que
tenham a fun¢@o desejada. Este ¢ o objetivo principal da Engenharia Estrutural. Existem estruturas
em todas as construgdes civis, assim como nas maquinas, sejam elas guindastes, automoveis, avi-
Oes, foguetes, navios ou submarinos. Existem estruturas naturais, como a formada pelo esqueleto e
musculos dos corpos dos mamiferos.

A Mecanica dos Meios Continuos ¢ a parte da fisica que trata de solidos e fluidos, quando sdo con-
siderados um conjunto continuo de pontos materiais que podem ser identificados pela posi¢ao que
ocupam no espaco fisico tridimensional. Mecanica dos Solidos ¢ a parte da Fisica que trata tanto
dos solidos rigidos como dos deformaveis. A Mecanica dos Solidos trata também de sistemas for-
mados por solidos, como uma maquina. A Mecanica dos Solidos Deformaveis ¢ a parte da Mecéni-
ca dos Meios Continuos que trata apenas dos so6lidos deformaveis. A Mecanica das Estruturas ¢ a
parte da Mecéanica dos Sélidos Deformaveis que trata especificamente das estruturas.

" Quando defini¢des sio feitas ao longo do texto, coloca-se o conceito definido em italico.



2 Estruturas civis

2.1 Notas historicas

2.1.1 Estruturas em alvenaria

Construgdes em alvenaria, isto €, com pedras naturais ou artificiais (tijolos ceramicos, blocos de
argamassa ou gesso, etc.) sao, juntamente com as construgoes de madeira, as mais antigas da Cultu-
ra Humana. Ja havia constru¢des em alvenaria nas mais priscas eras. No inicio, as pedras eram ape-
nas empilhadas, mas logo se desenvolveu a técnica do alvener ou alvanel, ou seja, de talhar as pe-
dras, dando-lhes um melhor encaixe. O exemplo supremo desta técnica talvez possa ser visto na
Fortaleza de Sagshuyaman (Figura 1.1), nas proximidades de Cuzco, na qual os Incas levantaram
pedras naturais de diversas toneladas, talhadas e polidas, com encaixes perfeitos e sem argamassa,
cuja execucdo até hoje um enigma permanece. O assentamento das pedras com o auxilio de arga-
massa, isto ¢, de uma mistura de agua, areia e algum material ligante como barro ou cal ¢ também
quase t3o antigo.

Figura 1.1: Fortaleza de Sagshuyaman

No passado, a maioria das coberturas e telhados era realizada com a ajuda de estruturas de madeira,
uma vez que os vaos que podem ser vencidos com a alvenaria eram bastante limitados. Um exem-
plo desta limitagao sdo os timulos executados pelos povos neoliticos da Bretanha, nas proximidades
da cidade de Carnac. No entanto, o Homem desde cedo tentou desenvolver técnicas para superar
esta limitagdo. Uma delas, chamada de falso arco ou abdbada, consistia em empilhar pedras em ba-
lango até se fecharem no topo da construgdo. O exemplo mais conhecido desta técnica ¢ a Camara
do Tesouro de Atreu em Micenas no Peleponeso, erguida estimativamente em 1325 AC.

Figura 1.2: Arcos e ab6badas romanos em alvenaria
a) Pont du Gard perto de Nimes; b) Pantedo em Roma (118-125)
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Os romanos levaram a técnica dos arcos e das abobadas ao um grande florescimento com a constru-
¢do de pontes e aquedutos assim como com a cobertura de grandes espacos, atingindo vaos que so
foram alcan¢ados novamente na Renascenga, muitos séculos depois. Na Figura 1.2a vé-se o aquedu-
to romano de Pont du Gard na Provenga, exemplo muito bem conservado da técnica romana com os
arcos de alvenaria. Ao lado, na Figura 1.2b estd um dos mais belos exemplos de abobada da Anti-
giiidade: o Pantedo de Roma (didmetro de 40 m).

Na Figura 1.3 vé-se a primeira tentativa de se utilizar a mesma técnica na Renascenca: a cipula da
Catedral de Florenga, projeto de Bruneleschi® em 1420 (didmetro de 42 m). A habilidade dos alve-
neiros (hoje, pedreiros) atingiu um maximo, tanto no aproveitamento dos materiais como na forma
arquitetonica, na construcdo das catedrais goticas européias, sejam elas em pedra natural como as
francesas e as do centro-sul da Alemanha, assim como as executadas em tijolos cerdmicos do norte
da Alemanha.

Figura 1.3: Cupula da Catedral de Florenca

A construcao em alvenaria ¢ ainda hoje muito importante, principalmente em obras residenciais. No
entanto, ela perdeu parte de sua significancia apds o desenvolvimento de novos materiais de cons-
trucdo como o ago e o concreto. A baixa resisténcia a tracdo da alvenaria limita o seu uso a paredes
e muros sujeitos a pouca solicitacdo de flexdo, ou ao uso de arcos e ctpulas. Edificios residenciais
de varios pavimentos com paredes estruturais de alvenaria, armadas ou ndo, complementados por
elementos estruturais de concreto armado como lajes e travamentos, podem ser uma opg¢ao em pai-
ses em desenvolvimento, nos quais a mao de obra ¢ ainda relativamente barata. Ja em paises com
niveis salariais mais altos, a constru¢do em alvenaria concentra-se em obras residenciais de pequeno
porte.

Existem alguns desenvolvimentos modernos em materiais para obras de alvenaria, principalmente
com o desenvolvimento de blocos leves, inclusive de materiais artificiais derivados do petroleo, e
de blocos de alto desempenho.

2.1.2 Estruturas de madeira

A execucdo artesanal de estruturas de vigas de madeira desenvolveu-se desde cedo tanto na China e,
depois, na Idade Média Européia, seja em coberturas, seja em pontes, conforme se podem ver nas
Figura 1.4a e na Figura 1.5. No entanto, a constru¢do de estruturas de madeira passou a ser um as-
sunto propriamente da Engenharia somente ap6s a Revolug@o Industrial. Em particular, nos Estados

2 Filippo Bruneleschi (1377-1446).
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Unidos e na Europa Central, paises ricos em florestas, inimeras pontes ferroviarias foram erguidas
no século XIX, que posteriormente foram todas substituidas por pontes metalicas.

Figura 1.4: Estruturas em madeira
a) lIgreja em Saalfeld (séc.XI11); b) Balneario de Bad Duirrheim (1985-1987)

e i leviika o .-_..&'M

Figura 1.5: Ponte em madeira sobre o Rio Reno em Schaffhausen
Projeto com 2 vaos de 60 m de J. U. Grubenmann (1756)

Uma inovagao recente nas estruturas de madeira sdo as vigas de madeira colada que possibilitam a
construcdo de vigas curvas de grande vao (Figura 1.4b e Figura 1.6). Contribuiu, para isso, também
o desenvolvimento de diversos tipos de ligacdes metalicas que muito simplificaram estas constru-
¢oOes e lhes deram um carater de estruturas metalicas.
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Figura 1.6: Ginasio de esportes do Parque das Nagdes, Lisboa

2.1.3 Estruturas metalicas

A utilizagdo do ferro e do ago em estruturas dependeu muito do desenvolvimento da siderurgia du-
rante a Revolucdo Industrial na Inglaterra. Alguns marcos deste desenvolvimento s@o a produgao de
ferro gusa em alto-fornos por volta de 1735 por Abraham Darby II e a descoberta do processo de
fabricacdo do aco pelo processo “puddling” por Henry Cort em 1784. Com o desenvolvimento das
primeiras laminacdes na primeira metade do século XIX, pdde o aco ser finalmente transformado de
forma econdmica em perfis adequados ao uso estrutural. A producao econdmica do aco em grandes
quantidades tornou-se possivel somente apds a descoberta em 1855 do processo da garrafa de Henry
Bessemer e a invencdo em 1867 do forno de Siemens-Martin.

i GrotEulldings.2om

Figura 1.7: Ponte de ferro fundido em Coalbrookdale/Severn

A primeira ponte de ferro (Figura 1.7) foi construida em Coalbrookdale/Severn por Abraham Darby
IIT e John Wilkinson nos anos 1773-1779 com 30,6 m de vao e pode ainda ser visitada hoje. No ano
1794 surgiu a primeira ponte de ferro na Alemanha com 13 m de vao (Figura 1.8). No principio do
século XIX inumeras pontes foram construidas em toda a Europa com a mesma técnica. As primei-
ras pontes adotaram as formas tradicionais das pontes em alvenaria, sendo construidas em arco, uma
vez que ainda eram executadas de forma artesanal, sem fundamentos teoricos. Os elementos de fer-
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ro fundido, que s@o muito frageis quando submetidos a compressao, eram ligados por encaixes e
molas ou com chapas de aco forjado.

Figura 1.8: Ponte de ferro fundido em Laasan, Silésia

Além das pontes em arco, a partir de 1825, com a construcdo acelerada das estradas de ferro, foram
executadas inimeras pontes em trelica em diversos esquemas. Este sistema estrutural atingiu seu
apogeu com a ponte sobre o Firth of Forth (Figura 1.9), proxima a Edimburgo, com o vao principal
de 521 m, construida em 1883-1890.

Figura 1.9: Ponte sobre o Firth of Forth, Escécia

Paralelamente ao desenvolvimento da tecnologia do ago, a compreensdo de forma racional do com-
portamento das estruturas foi um fator importantissimo para o rapido desenvolvimento da Engenha-
ria de Estruturas no século XIX. A partir de meados do século XIX, as estruturas passam a serem
concebidas ndo mais artesanalmente e suas formas ndo mais determinadas por proporg¢des, mas sim
por sua capacidade portante calculada a partir de fundamentos cientificos e de resultados de ensaios.
Baseados na Mecanica, e com o auxilio de resultados experimentais, Hooke (1635-1703), Belidor
(1693-1761), Bernoulli (1700-1782), Coulomb (1736-1806) e outros haviam estabelecido os fun-
damentos da Estatica. Navier (1735-1806) ordenou em 1821 este conhecimento, resumindo-o e
complementando-o em suas prelecdes na "Ecole des Ponts et Chaussées", transformando-o em um
conhecimento pratico, ou, como hoje denominamos, em tecnologia. Em 1858 aparecia uma outra
obra importantissima, denominada “Manual of Applied Mechanics” do engenheiro escocés William
Rankine (1820-1872). Contribui¢cdes importantes vieram também do alemao Karl Culmann (1821-
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1881) com a Grafostatica, hoje desnecessaria depois dos computadores, e do fisico escocés James
Clerk Maxwell (1831-1879) e do italiano Carlo Alberto Castigliano (1847-1884) com os teoremas
de energia de deformagdo. A exemplo de Maxwell, outros fisicos € matematicos também se ocupa-
ram dos fundamentos da Mecanica dos Solidos no século XIX, como Lagrange (1763-1813), Young
(1773-1829), Poisson (1781-1840), Cauchy (1789-1857) e Kirchhoff (1824-1887). O matematico
August Ritter (1826-1908), da escola Politécnica de Hannover (hoje Universidade de Hannover),
viabilizou, na segunda metade do século XIX, métodos de analise para as ja mencionadas pontes em
trelicas metalicas®. Sua cadeira existe até hoje com o nome de Mecanica das Construgdes Civis e
Computacional. Por outro lado, no final do século XIX, contribui¢des mais técnicas vieram de en-
genheiros alemaes como Engesser (1848—1931), Mohr (1835-1918), Miiller-Breslau (1851-1925) ¢
Wohler (1819-1914), levando a formagao da disciplina denominada na época de Resisténcia dos
Materiais. A premissa basica da Resisténcia dos Materiais era que a determinag@o das tensdes nas
estruturas era suficiente para um bom dimensionamento.

A "Ecole des Ponts et Chaussées" havia sido fundada em 1747 para a formagdo cientifica dos ofici-
ais do exército francés, que também se ocupavam da constru¢ao pelo estado francés de pontes e
obras enterradas. Cabe aqui comentar que, desde o Império Romano até o século XVIII, a profissdo
de engenheiro estava ligada a atividade militar, sendo muitas vezes considerada uma das armas do
exército e da marinha. A construcdo, hoje dita civil, era tocada basicamente por artesdos e arquite-
tos, cabendo aos engenheiros a tarefa de construir fortificagdes e pontes. E também interessante
comentar que a palavra engenheiro vem do latim “ingenium”, através do francés antigo “ingenieu-
re”, significando fazer com o espirito, ou seja, fazer com razdo e habilidade, enquanto que a palavra
arquiteto vem do grego “architekton”, significando operario-chefe, ou mestre-de-obras.

Em 1775, é fundada a "Ecole Polytechnique® de Paris, a qual, embora seja uma escola militar, passa
também a formar Engenheiros Civis, tornando-se paradigma para diversas escolas técnicas em todo
o mundo. Logo apds, em Troy, Nova York, ¢ fundada a primeira Escola Politécnica do continente
americano. A partir do inicio do século XIX, elas se espalham por toda a Europa.

A primeira escola de engenharia brasileira ¢ fundada no Rio de Janeiro em 1810, por D. Jodo VI,
com o nome de Academia Real Militar. Dela ¢ desmembrada, em 1874, a famosa Escola Politécnica
do Rio de Janeiro, “alma mater” das Escolas de Engenharia do Brasil e que foi instrumento impor-
tantissimo para mitigar o bacharelismo vigente até entdo nos centros de poder brasileiros. Ela foi
inspiracdo para a fundacdo da Escola de Minas de Ouro Preto em 1876, das Escolas Politécnicas da
Bahia (1887) e de Sao Paulo (1893), do Mackenzie College em Sao Paulo (1896) e das Escolas de
Engenharia do Recife (1896) e de Porto Alegre (1897). Adotando diversos nomes no decorrer do
século XX, acabou por ser incorporada a Universidade Federal do Rio de Janeiro.

A primeira Escola Politécnica alema (Polytechnikum) ¢ fundada em 1825 em Karlsruhe, tendo tam-
bém a co-irma de Paris como inspiracdo. Da mesma época € a Escola Politécnica de Zurique, na
Suica, hoje conhecida como ETH (Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich). Estas duas,
serviram de modelo a Francisco de Paula Souza na fundagdo da Escola Politécnica de Sdo Paulo em
1893, o que muito contribuiu para a industrializacdo da cidade. Em 1934, a Escola Politécnica de
Sdo Paulo foi incorporada a recém criada Universidade de Sao Paulo.

Na Alemanha, as Escolas Politécnicas mais importantes, como a de Stuttgart, passaram a ter a de-
nomina¢do de Escolas Técnicas Superiores (TH), deixando o termo escola politécnica para escolas
técnicas de menor importancia. A partir da década de 50, muitas das Escolas Técnicas Superiores
passaram a ser denominadas Universidades Técnicas ou, simplesmente, Universidades.

3 A. Ritter, “Elementare Theorie und Berechnung eiserner Dach-und Briicken-Konstruktionen”, Riimpler, Hannover,
1873.
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Figura 1.10: Pontes Pénseis do século XIX
a) Ponte sobre o estreito de Menai (1816); b) Brooklin Bridge em Nova York (1883)

Das estruturas metalicas, as pontes suspensas destacam-se por vencer os maiores vaos. Conhecidas
ha mais de 2000 anos na China, utilizando cordas, elas se desenvolveram apods a Revolucao Indus-
trial a partir de estruturas suspensas por correntes feitas de elementos forjados, passaram a ser exe-
cutadas em cadeias de barras, como a Ponte Hercilio Luz de Florianépolis e, terminaram, nos dias
de hoje por serem quase que exclusivamente executadas com o auxilio de cabos de aco. O pais que
mais contribuiu para o desenvolvimento de pontes suspensas por cabos, ou simplesmente, pontes
pénseis, foram os Estados Unidos. Na Figura 1.10 vé-se duas notaveis obras do século XIX: a ponte
em correntes sobre o estreito de Menai, Inglaterra, de Thomas Telford, construida de 1816 a 1826 ¢
a maravilhosa Brooklin Bridge em Nova York, de J. A. & W. A. Roebling, construida de 1870 a
1883.

Figura 1.11: Golden Gate Bridge em S&o Francisco

Na Figura 1.11 estd a famosa Golden Gate em Sdo Francisco, que deteve brevemente o recorde de
maior vao principal em pontes. Na Figura 1.12 estdo as duas das maiores pontes pénseis ja construi-
das: a ponte sobre a entrada do porto de NovaYork, chamada de Verrazano Narrows, terminada em
1964, e a Ponte Akashi-Kaikyo no Japao, de quase 2.000 m de vao central, o recorde mundial, cons-
truida de 1993 a 1998. Na Figura 1.13, vé-se a Ponte 25 de Abril sobre o Tejo em Lisboa, inaugura-
da em 1972, e que, em 1998 recebeu cabos adicionais para permitir a passagem do trem metropoli-
tano sob o tabuleiro rodovidrio.
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Figura 1.12: Pontes Pénseis do século XX
Verrazano Narrows, Nova York (1964); b) Ponte Akashi-Kaikyo (1990)

Hoje, planeja-se a superag@o dos estreitos de Messina (3 km) e de Gibraltar (11 km) por meio de
pontes que combinam cabos estaiados com cabos pénseis.

Figura 1.13: Ponte 25 de Abril sobre o Tejo em Lisboa (1972)

Na tabela a seguir expdem-se alguns dados sobre pontes suspensas que podem ser de interesse.

data Ponte suspensa Vo principal (m)
1796 Primeira ponte suspensa moderna (correntes) de J. Finley 21
1816-26 Ponte de correntes no Estreito de Menai de Th. Telford 127
1816 Primeira ponte pénsil nos EUA 124
1832-34 Grand Pont de Friburgo, Suiga, de J. Chaley 273
1870-83 Brooklyn Bridge em Nova lorque de J. A. & W. A. Roebling 486
1929-32 George Washington Bridge em Nova lorque de O. H. Ammann 1067
1933-35 Golden Gate Bridge em Sao Francisco de J. B. Strauss 1280
1964 Verrazano Narrows em Nova York 1660
1993-98 Ponte Akashi-Kaikyo no Japao 1990
planejada Ponte sobre o Estreito de Messina 3300
planejada Ponte sobre o Estreito de Gibraltar 3 x 3500
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Figura 1.14: Ponte de Stromsund

Desde 1950, vaos médios a moderadamente grandes passaram a ser vencidos por pontes suspensas
por cabos retos (pontes estaiadas). Em 1955 a primeira ponte moderna deste tipo foi executada na
Suécia (Figura 1.14) pelo eminente engenheiro alemao Dischinger (1887-1953). Em 1957 foi exe-
cutada a ponte estaiada sobre o Reno, ao norte de Diisseldorf, com um vao principal de 260 m. Em
1995 foi erguida a Ponte da Normandia no Havre com 865 m de vao principal. A primeira ponte
estaiada brasileira é executada em 2000 sobre o Rio Pinheiros, em Sio Paulo, e contém uma estacgio
do trem metropolitano.

As primeiras pontes em viga de alma cheia, a ponte de Conway (122 m), mostrada na Figura 1.15a
e a Ponte Britannia (140 m), foram completadas por W. Fairbairn e R. Stephenson em 1847 e 1850,
respectivamente. Elas foram percussoras das pontes de se¢ao celular que se tornaram, nas ultimas
décadas, o tipo padrao de pontes de aco e de concreto protendido (Figura 1.15b) em todo o mundo.

Figura 1.15: Pontes em viga caix&o
a) Ponte de Conway (1847); b) Ponte de Twinberg, Austria, (1987)

Muitas pontes expressivas, varias delas suspensas, ruiram por ruptura fragil, por fadiga dos materi-
ais, por flambagem de elementos estruturais insuficientemente enrijecidos, por ressonancia causada
pela marcha de soldados, por instabilidade aerodindamica (Figura 1.16) ou por outros fendmenos
subestimados. Estes fracassos levaram invariavelmente a uma intensificagdo da atividade de pesqui-
sa e, posteriormente, a um maior desenvolvimento tecnologico.
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Figura 1.16: Desabamento da Tacoma Narrows Bridge (1940)

A construgdo metalica impds-se de forma mais vagarosa no setor de edificagdes, embora, ja no co-
meco do século XIX, grandiosas estruturas, principalmente de galpdes, tenham sido executadas
(Figura 1.17). Inicialmente elas eram compostas de barras de ferro fundido e, depois, de ferro forja-
do e ago laminado.
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Figura 1.17: Estruturas de ago na Paris do século XIX
a) Capula do “Halle au Blé¢” (1813); b) “Palais des Machines” (1889)

Despertou muita admiracao no século XIX, a constru¢do do “Crystal Palace” (Figura 1.18) de Lon-
dres por Joseph Paxton, em 1851, e da Torre Eiffel para a Exposi¢do Mundial de Paris de 1889. Em
Stuttgart, as estufas do Jardim Botanico Wilhelma, de 1842-53, sdo também um exemplo deste pe-
riodo. Por toda a Europa, a nova linguagem arquitetonica das construgdes metalicas, com vastas
areas envidragadas, passou a concorrer fortemente com as tradicionais constru¢des em alvenaria
principalmente em estagdes ferroviarias, estufas, galerias comerciais, mercados e galpdes de expo-
si¢ao.
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Figura 1.18: Crystal Palace, Londres (1851)

Desde o final do século XIX, desenvolveu-se, principalmente nos Estados Unidos, a construcao de
edificios altos, os chamados arranha-céus. Em 1930, a estrutura em aco do “Empire State Building”
(Figura 1.23a), com 102 andares, foi levantada em Nova York em apenas seis meses.

Em 1972, as torres gémeas do “World Trade Center” de Nova York, com 110 andares, foram inau-
guradas e permaneceram por pouco tempo como os edificios mais altos do mundo. Em 1974 a “Se-
ars Tower” em Chicago (Figura 1.23b), também em estrutura de aco, atingiu o recorde de 422 m de
altura.

Figura 1.19: Arranha-céus americanos

a) Empire State Building (1930); b) Sears Tower (1974)

Esta altura foi superada na década de 90 pelas torres gémeas "Petronas Towers" (Figura 1.20) com
452 m em Kuala Lumpur na Maléasia, desta vez em estrutura mista em ago e concreto e com a ajuda
de torres de comunicagdo em seu topo. Existem projetos para edificios ainda mais altos na China.
No entanto, apds o ataque terrorista contra o “World Trade Center” de Nova York, em 11 de setem-
bro de 2001, a seguranca de edificios muito altos foi colocada em questionamento.

Desde o comeco do século XX, as estruturas de aco passaram a ter a concorréncia das estruturas de
concreto armado. Depois da Segunda Guerra Mundial, o concreto protendido juntou-se a esta con-
corréncia, vencendo-a quase que completamente no segmento de pontes de pequeno e médio vao. A
utilizagdo de elementos estruturais mistos, compostos de aco e de concreto, principalmente em lajes,
abriu um espago amplo para as obras de edificios em todo mundo. Deve-se esperar desta combina-
¢do um grande desenvolvimento nos proximos anos no Brasil.
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Figura 1.20: Petronas Twin Towers, Malasia

Depois que a questdo da produgdo em massa do aco foi resolvida na segunda metade do século
XIX, os desenvolvimentos se orientaram primordialmente para a produgdo de acos de melhor quali-
dade, com maior resisténcia, tenacidade, soldabilidade e resisténcia a corrosdo. Desde a década de
60 sao produzidos agos para fins estruturais resistentes a corrosao. Embora o seu uso demande um
pouco de cuidado, eles contribuiram para alargar o campo de utilizacao das estruturas de aco. Agos
inoxidaveis e aluminio, devido aos seus altos custos, sdo utilizados em casos muito especiais, quan-
do materiais incorrosiveis sdo necessarios ¢ quando, no caso do aluminio, a leveza é absolutamente
necessaria.

Pouco a pouco, em meados do século XX, a ligacdo por rebites dos elementos em aco foi substitui-
da por soldas e parafusos. As ligagdes por parafusos apresentam sempre uma certa flexibilidade e
permitem escorregamentos devidos as folgas de montagem. Ligacdes mais rigidas, com a ajuda de
parafusos de alta resisténcia, tém sido observadas com maior freqiiéncia nos ultimos anos. Ja as
ligacdes com cola podem ser uma boa surpresa para os proximos anos.

Desde a construgdo da cobertura do Parque Olimpico de Munique em 1972, o ferro fundido, agora
elaborado de forma a torna-lo ductil, voltou a ser utilizado, principalmente em nds complexos de
estruturas modernas de alta tecnologia (“high-tech structures™).

2.1.4 Estruturas de concreto armado e protendido

Concretos com cal hidraulica ou com cimento pozolanico (de origem vulcanica) ja eram conhecidos
dos romanos ha mais de 2000 anos (Opus Caementitium). As descobertas do cimento romano no
ano de 1796 pelo inglés J. Parker e do cimento Portland pelo francés J. Aspdin em 1824 introduzi-
ram um novo desenvolvimento nas construgdes de concreto.

Em meados do século XIX, na Franga, introduziram-se agregados de pedra britada no concreto pela
primeira vez. Em 1855 J. L. Lambot construiu um barco de argamassa de cimento reforcada por
ferro. Em 1861 J. Monier produziu floreiras de concreto reforcado com arames de aco (Monier-
Beton). Em 1861 F. Coignet publicou os primeiros fundamentos para a constru¢do com concreto
armado e expds na Exposi¢do Mundial de Paris de 1867 vigas e tubos com o novo material.

O americano W. E. Ward construiu, em 1873, em Nova lorque, uma mansao de concreto armado
que existe até hoje (Figura 1.21). Outros importantes pioneiros foram T. Hyatt, F. Hennebique, G.
A. Wayss, M. Koenen e C. W. F. Doehring.
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A Igreja de Sao Marcos em Stuttgart, inaugurada em 1908, ¢ a primeira igreja de concreto armado
do mundo. O Mercado Central de Stuttgart de 1912, que sobreviveu aos bombardeios da Segunda
Guerra Mundial, ¢ um exemplo precoce de obra puramente em concreto armado na Alemanha.

Figura 1.21: Wards Castle, estado de Nova York

Emil Morsch (1872-1950), Professor da Escola Técnica Superior de Stuttgart de 1916 a 1948, rece-
beu em 1902 da firma Wayss und Freytag a tarefa de criar uma base cientifica para o projeto de
estruturas de concreto armado. Os resultados de seu trabalho tedrico e de seus ensaios experimen-
tais foram publicados na forma de uma colegdo de livros e constituem-se na primeira obra funda-
mental para o dimensionamento de estruturas de concreto. Herdeiros famosos da cadeira de Morsch
em Stuttgart foram os Professores F. Leonhardt e J. Schlaich.

Figura 1.22: Cascas de concreto

a) Casca em Xochimilco (Candela); b) Teatro em Grotzingen (lIsler);
¢) Opera de Sydney (Utzon); d) NovoMuseu em Curitiba (Niemeyer)

Concreto é o material estrutural mais produzido em todo o mundo. E dificil encontrar hoje uma obra
onde ele ndo tenha sido utilizado, mesmo que somente nas fundagdes ou em lajes. No Brasil, sua
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presenca ¢ marcante em nossas cidades e estradas. Infelizmente, as vezes, ele ¢ utilizado como um
mau simbolo do péssimo urbanismo brasileiro. No entanto, mais que qualquer outro material estru-
tural, o concreto ndo tem formas pré-definidas, podendo ser plasticamente moldado para aproveitar
a0 maximo as caracteristicas do material e para dar belas formas arquitetonicas as construgdes, co-
mo nos quatro exemplos da Figura 1.22, nos quais cascas de concreto destacam-se pelo arrojo e pela
esbelteza. Como o Homem progrediu desde o Pantedo de Roma! Neste aspecto, o Brasil, principal-
mente nas quatro décadas finais do século XX, tornou-se um exemplo da arte de combinar as estru-
turas de concreto com a arquitetura, como, por exemplo, nos belos edificios de Brasilia.

A Figura 1.23 ilustra, através de uma simples ponte de pedestres, como a forma livre das estruturas
de concreto possibilita uma concepcdo otimizada quanto ao aspecto e funcionalidade estrutural.
Nesta ponte, no lugar de barras de ago para refor¢ar o concreto a tracdo, foram utilizadas, pela pri-
meira vez, barras de concreto protendido de alta resisténcia. As escoras inclinadas foram executadas
em concreto de alta resisténcia, com resisténcia 4 compressio da ordem de 120 N/mm?®.

Figura 1.23: Ponte sobre o Rio Gera em Rudisleben, Turingia

Desde a Segunda Guerra Mundial, novas tecnologias de construgdo em concreto estrutural foram
desenvolvidas que contribuiram em muito para a execugdo econdmica de obras significativas. Aqui
algumas palavras-chave: formas lisas, formas pré-fabricadas e reaproveitaveis, formas deslizantes,
concreto bombeado, concreto usinado, concreto projetado, concreto sub-aquatico, injecdo de arga-
massas e resinas, concreto refor¢cado por fibras, estacas escavadas, protensao com aderéncia poste-
rior, protensdo com aderéncia inicial, protensdo sem aderéncia, constru¢do por etapas, constru¢ao
empurrada, construcdo por aduelas sucessivas, elementos estruturais pré-fabricados, lajes extruda-
das, lajes-painel, super-plastificantes, etc. Os ltimos desenvolvimentos apontam para concretos de
alta resisténcia, concretos reforgados por fibras, concretos auto-adensaveis e robds especificos para
obras civis de concreto. Nenhum outro material estrutural conseguiu em tdo pouco tempo aumentar
a sua qualidade estrutural como o concreto. Hoje, fala-se naturalmente de concretos com resisténcia
a compressio de 250 N/mm?, quando ha vinte anos o natural era menos de um décimo disso. Longe
de ser um material antigo, o concreto ¢ hoje muito mais um material de moderna tecnologia.

A grande diferen¢a de deformabilidade entre o concreto € o ago inspirou o americano Jackson, em
1886, e o berlinense Doehring, em 1888, a patentearem sistemas com barras de ago pré-tracionadas
por meio de porcas. Assim o concreto era submetido inicialmente a uma tensdo de compressao e as
tensdes de tragao provocadas pelos momentos fletores levavam a formacao de fissuras muito mais
tarde. Este tipo de concreto ¢ atualmente denominado concreto protendido. Doehring, Koenen e
outros experimentaram este processo na pratica, mas falharam, pois ainda ndo se sabia que o con-
creto apresenta deformacdes deferidas no tempo quando submetido & compressdao duradoura, feno-
meno conhecido como fluéncia, de tal forma que a pré-compressdo era totalmente perdida algum
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tempo depois. Somente em 1928, E. Freyssinet desenvolveu um processo com o emprego de agos
de alta resisténcia que possibilitou manter a protensdo mesmo com a ocorréncia da fluéncia do con-
creto.

O concreto protendido impds-se apos a Segunda Guerra Mundial, invadindo segmentos onde a
construcao de aco predominava. Ele concorre hoje com 0 aco mesmo em pontes de grande vao, em
edificios grandes e em estruturas esbeltas.

2.1.5 Estruturas mistas e novos materiais

O concreto armado ¢ o concreto protendido sdo a combinagdo apropriada de dois materiais diferen-
tes. Além disso, como ja mencionado, podem-se combinar perfis de ago, ou painéis corrugados de
aco, com lajes de concreto na confec¢do de pavimentos de edificios. Muitos edificios sdo construi-
dos com alvenaria e lajes de concreto armado. Pontes estaiadas sdo freqiientemente construidas com
tabuleiros de concreto protendido e cabos de ago de alta resisténcia. Outras combinagdes sdo, no
entanto, possiveis e geram uma classe de estruturas chamada de mistas. Hoje, um Engenheiro Civil
deve estar preparado para combinar os materiais estruturais sem preconceito, otimizando o seu em-
prego nos projetos. Infelizmente, a formagdo e a experiéncia especializadas dos engenheiros, das
firmas de engenharia e dos operarios, ndo somente no Brasil, tém limitado a construcdo de estrutu-
ras mistas. Diversas Escolas de Engenharia tém reformado seus curriculos nos ultimos anos, tentan-
do eliminar esta falha educacional. As normas técnicas européias, os “Eurocodes”, estdo sendo ela-
borados, procurando estabelecer uma unidade de projeto para os diversos materiais e estruturas.
Nao deve mais haver engenheiros estruturais de apenas um sistema estrutural e um material estrutu-
ral.

A combinagdo de materiais tradicionais com novos materiais, como as membranas téxteis de PVC e
Teflon, de polimeros refor¢ados por fibras e de vidro, abriu uma avenida de possibilidades para a
concepgao de novos sistemas estruturais, conhecidos como estruturas de alta tecnologia (“high-tech
structures”). Estas estruturas procuram combinar materiais novos e tradicionais de forma otimizada
e de forma ecoldgica, conservando energia, permitindo que a luz natural chegue até os locais de
permanéncia humana e contendo a maior massa possivel de materiais reciclaveis. Um dos pais espi-
rituais destas estruturas ¢ o Prof. Frei Otto da Universidade de Stuttgart, conhecido pela criacao das
coberturas do Parque Olimpico de Munique em 1972. Hoje diversas estruturas seguem esta tendén-
cia (Figura 1.24).

Figura 1.24: Ginasio de esportes de inverno, Munique

Projeto de Ackermann, Schlaich & Bergermann (1983)

Em 2000, as antigas cadeiras do Prof. F. Otto de estruturas leves e do Prof. E. Mdrsch de concreto
estrutural, mais as cadeiras de estruturas metalicas e de madeiras, foram fundidas em uma sé, de-
nominada Concepgdo ¢ Construgdo de Sistemas Estruturais.
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Na Figura 1.25 sdo vistos quatro exemplos de estruturas de alta tecnologia existentes no Parque das
Nagdes em Lisboa. No alto, a esquerda a estrutura atirantada (“tenso-estrutura”) que cobre a entrada
do pavilhdo de exposi¢des, composta por escoras metalicas, cabos e membrana téxtil tracionados.
No alto, a direita, a belissima estacdo Oriente do metropolitano de Lisboa, projeto de Calatrava, em
aco, vidro e concreto. Embaixo, a esquerda, uma membrana tracionada de concreto armado. Final-
mente, no canto inferior direito, o centro comercial Vasco da Gama em arcos intertravados de ago
cobertos de vidro, sobre os quais corre permanentemente agua de modo a minimizar o consumo de
energia pelo ar-condicionado.

Figura 1.25: Construcdes “high-tech” da EXPO 98, Lisboa, 1998

2.2  Propriedades dos Materiais Estruturais Civis

Madeira natural ¢ apropriada somente para a confeccdo de elementos estruturais lineares (barras)
com dimensodes limitadas pelas dimensdes da arvore original. Em estruturas, sdo utilizadas na forma
de vigas, pontaletes, caibros e ripas com secdo transversal retangular. Com a técnica de colagem de
barras de madeira natural, ¢ possivel se construir elementos estruturais lineares retos ou curvos de
qualquer comprimento ¢ com qualquer secdo transversal. Existem também chapas de madeira in-
dustrializada, como compensados e aglomerados, que requerem elementos de ligacdo especial, na
maioria das vezes metalicos.

Por questdes de facilidade de produgdo e de economia, os elementos estruturais de aco sdo utiliza-
dos principalmente na forma de perfis e chapas laminados ou conformados a frio. A perfilhagdo
aumenta a rigidez e a resisténcia a flexdo em relagdo a segdes retangulares com mesma area e facili-
ta a ligagdo entre barras com solda ou parafusos. Com aco fundido podem ser realizadas pecas de
formas tridimensionais complexas, mas com alto custo. Por isso s6 deve ser utilizado em casos es-
peciais ou quando a repeticao de muitos elementos iguais torna-o competitivo.



Em contraste com a madeira e o ago laminado, o concreto ¢ plastico (palavra com origem no grego,
significando que pode ter qualquer forma, como em artes plasticas). Nao vem em partes nem preci-
sa de ligagdes. Pode ser moldado em qualquer forma, seja em barras, placas, cascas ou blocos. E
claro que, por razdes de produgdo e de economia, férmas planas com angulos retos predominam.
Em estruturas de concreto podem ser combinados monoliticamente de infinitas maneiras escoras,
pilares, vigas, paredes, lajes, blocos, etc. Muitas vezes membros estruturais pertencem simultanea-
mente a diversos elementos, como a mesa da viga que pertence a laje. Outras vezes, elementos nao-
estruturais como painéis de fechamento, tem a missao de transferir o carregamento devido ao vento

para os elementos estruturais.

O Engenheiro de Estruturas deve almejar a combinagdo dos materiais de tal forma que eles sejam
utilizados nas suas fungdes mais apropriadas e onde suas deficiéncias tenham um papel secundario.
Muitas vezes isto leva a estruturas mistas, como por exemplo, edificios com pilares e vigas metali-
cos, lajes de concreto armado e paredes de alvenaria. Outras vezes isto leva a combinagdo de mate-
riais em uma segdo transversal, denominadas de materiais compostos ou elementos estruturais mis-
tos. O concreto armado ¢ um material composto, assim como resinas reforcadas com fibras de poli-
amida (“kevlar”) sdo materiais compostos de alta tecnologia utilizados em segmentos nao-civis. O
concreto armado talvez seja o material composto mais utilizado no mundo. Ja as vigas formadas
pela combinagdo de perfis laminados ou soldados de ago com mesas em laje de concreto armado e
as lajes moldadas sobre uma chapa trapezoidal de aco, que lhe serve de forma e armagdo, sdo ele-
mentos estruturais mistos.

Quando se compara o material concreto com os outros materiais estruturais, imediatamente destaca-
se a grande diferenca entre suas resisténcias a compressao e a tracdo. Esta ¢ aproximadamente um
décimo daquela. Enquanto que a compressdo pode ser suportada pelo concreto de forma econdmica,
membros tracionados ou fletidos de concreto simples ndo t€m sentido. A pequena resisténcia a tra-
¢do do concreto ¢ facilmente ultrapassada por tensdes provocadas pela restricdo a retracdo do con-
creto, de modo que muitas vezes ela ndo fica disponivel para suportar o carregamento atuante na
estrutura. Se construissemos as estruturas de concreto de forma a néo termos tensdes de tracdo, esta-
riamos submetidos as mesmas limitagOes das estruturas em alvenaria.

As formas atuais das estruturas de concreto somente se tornaram possiveis através da “simbiose” do
concreto e do aco. O principio do concreto estrutural é essencialmente substituir ou reforgar o con-
creto tracionado pelo aco. Existem para isso diversas possibilidades. Pode-se substituir totalmente a
zona tracionada de uma viga por um perfil de ago, como nos elementos compostos. A aderéncia dos
dois materiais, neste caso, pode ser garantida por pinos soldados ao perfil de ago. Pode-se fundir
uma laje de concreto sobre uma chapa corrugada de ago, que lhe serve de forma. A aderéncia entre
o concreto ¢ 0 ago ¢ garantida pelo corrugamento. Pode-se, como no concreto armado convencional,
distribuir barras ou telas de ago principalmente nas zonas tracionadas do concreto. Em vigas, as
barras sdo colocadas principalmente ao logo das bordas tracionadas pelo momento fletor. As barras
desta assim chamada armadura de ago precisam ser colocadas a uma certa distancia da superficie
externa das pegas para se evitar a sua corrosdo por agentes externos, como o cloro, tipico de ambi-
entes marinhos. A armadura longitudinal ¢ complementada por estribos ou armadura transversal que
€ importante para resistir aos esforgos transversais como o cortante, e por uma armadura construtiva
importante para a montagem e para suportar efeitos ndo considerados nos calculos. Quando a zona
do concreto sob tragdo fissura, o aco ali colocado assume as forcas de tragdo. A transferéncia das
forgas entre a armadura e o concreto da-se por aderéncia na superficie de contato entre os dois ma-
teriais, o que depende das condigdes e geometria destas superficies. O ago alonga-se mais na tracdo
que o concreto, 0 que provoca uma certa abertura nas fissuras que se formam no concreto. Esta a-
bertura pode ser controlada por uma boa distribui¢do e detalhamento da armadura, de modo que as
fissuras fiquem tdo finas que sejam inofensivas. No entanto, elas sdo vistas, muitas vezes, como
uma desvantagem do concreto armado.
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Pode-se também utilizar a idéia de se pré-tracionar as barras longitudinais de ago contra o proprio
concreto, criando-lhe um estado de pré-compressao, que lhe é favoravel durante o carregamento por
outras agdes. Isto pode ser realizado, por exemplo, por uma barra de ago de alta resisténcia embuti-
da em um tubo, ou bainha, colocado antes da concretagem. O estado de pré-tragdo do aco seria en-
tdo alcangado, tracionando-se a barra com macacos, ou mesmo com porcas, contra placas de aco de
apoio colocadas nas extremidades da viga de concreto. Posteriormente, mas ndo necessariamente, a
folga entre a barra e a bainha pode ser preenchida por argamassa, de modo a dar ao elemento estru-
tural um comportamento sob carregamento mais parecido com o concreto armado. A forca longitu-
dinal excéntrica provocada pela pré-tragao do aco atua entdo de forma contraria ao estado de ten-
soes provocado pelo carregamento transversal. O concreto entdo se encontra num estado de pré-
compressao € 0s materiais, que compodem a viga, em um estado de pré-tensao. Uma denominagdo
possivel para este elemento estrutural seria entdo viga pré-tensionada, uma vez que os dois materi-
ais assim se encontram. Para o material concreto a terminologia concreto pré-comprimido seria a-
dequada. No entanto, consagrou-se a terminologia de concreto protendido para este material e para
os decorrentes elementos estruturais e estruturas. Como o prefixo “pro” significa favoravel, pode-se
interpretar esta denominag@o como estrutura pré-tensionada de forma favoravel aos materiais que a
compoem.

Na tabela abaixo, algumas das vantagens e desvantagens dos materiais estruturais considerados até
0 momento sdo apresentadas de forma resumida.

Materiais Estruturais Civis

material vantagens desvantagens
Tecnologia simples; montagem e aderéncia entre | Tem baixas resisténcias, em particular, a
materiais simples; estruturas ndo necessitam | tragdo; apropriada apenas para paredes, arcos

alvenaria formas; possui boas propriedades térmicas, aclis- | e abObadas; exige muitas vezes revestimentos
ticas e higroscopicas; ¢ incombustivel e resisten- | e tratamentos superficiais caros; exige o uso
te ao fogo; tem bom aspecto natural. intensivo de méo-de -obra.

E combustivel, apodrece ou ¢ atacado por
E natural, facil de trabalhar ¢ leve em relagdo a | pragas, ¢ muito deformavel, inclusive por

madeira resisténcia; possui boas propriedades térmicas e | efeito de variagdes de umidade e temperatura;
acusticas; tem bom aspecto natural. nem sempre tem origem ecologicamente
correta.

Pode ter ruptura fragil, especialmente em acos
Tem alta resisténcia, mesmo em relacdo ao seu | de alta resisténcia, ou em acos submetidos a
peso; tem boa ductilidade e tenacidade; os ele- | baixas temperaturas, ou a ciclos de tensdo ou
mentos estruturais podem ser industrializados e | a mas soldagens; sdo corrosiveis, necessitam
aco montados na obra com facilidade; montagem ¢é | tratamento superficial; tém alta condutibilida-
simples, com parafusos ou com solda; a obra é | de térmica; perdem resisténcia em altas tem-
desmontavel e reciclavel; reformas e expansdes | peraturas, deve ser protegido frente a incén-
sdo facilitadas; possibilitam estruturas esbeltas. dios; leva a estruturas mais sujeitas a instabi-
lidades.

Pode-se dar qualquer forma, a armadura pode se | E pesado; oferece pouco conforto térmico;
adaptar ao caminhamento dos esforgos; estrutu- | formas e cimbramentos podem ser muito
ras com boa resisténcia, e, se bem dimensionada, | caros; reformas e demolicdes sdo caras; se
concreto boa ductilidade; ¢ incombustivel, tem boa resis- | mal projetado e executado pode ser fragil,
estrutural téncia ao fogo, a abrasdo e ao intemperismo; se | ficar demasiadamente fissurado e apresentar
forem bem executadas, necessitam baixa manu- | corrosdo precoce das armaduras; possui mau
tengdo; material econdmico e de tecnologia sim- | aspecto natural, exigindo muito boa arquitetu-
ples. ra; industrializa¢@o limitada.

2.3 O Projeto Estrutural Civil

O trabalho do Engenheiro Civil no projeto estrutural ¢ dividido tradicionalmente em quatro fases:
(1) concepcao, (ii) modelagdo estrutural, (iii) dimensionamento e (iv) detalhamento.
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A concepcao representa a fase mais importante, mais criativa e mais dificil do projeto e requer, via
de regra, muita experiéncia do engenheiro. Erros basicos de concepgao dificilmente podem ser cor-
rigidos pelas fases seguintes. Acidentes ocorrem, na maioria das vezes, por falhas originadas nesta
fase. Na concepg¢ao, o engenheiro deve pensar na funcionalidade estrutural, na economia, na estéti-
ca, no processo ¢ na facilidade de execugdo, no prazo de execugdo, nas interferéncias com outros
aspectos da obra, na escolha dos materiais, na escolha do sistema estrutural ¢ na facilidade de di-
mensionamento. E nesta fase que o engenheiro tem uma grande interagdio com o arquiteto ou com a
arquitetura da obra.

Em obras como casas e edificios de pequeno a médio porte, a arquitetura é praticamente pré-
determinada pelo arquiteto, cabendo ao engenheiro civil conceber uma estrutura que atenda os re-
quisitos estéticos, econdmicos e comerciais. Neste tipo de obra a estrutura custa uma fracdo da obra,
da ordem de 10 a 30%, sendo muito comum estar parcialmente ou totalmente oculta. Ja em obras de
grande porte, a estrutura determina a forma arquitetonica da obra e ¢ seu principal custo. E o caso
de edificios de grande porte, de pontes e outras obras publicas. Nestas obras o engenheiro interage
intensamente com a arquitetura da obra e a estrutura fica sempre muito visivel.

A modelagdo estrutural visa a determinagdo dos esforgos de dimensionamento ¢ constitui-se em
uma fase basicamente fisico-matematica que era realizada manualmente, mas que, hoje, é cada vez
mais realizada computacionalmente. E nesta fase que o engenheiro estabelece as a¢des sobre a es-
trutura que devem ser consideradas, escolhe quais sdo os esquemas estruturais necessarios para a
analise, decide quais simplificagdes geométricas e fisicas devem ser feitas, especifica quais os tipos
de simulacdo que devem ser executados e determina os esfor¢os necessarios ao dimensionamento
da estrutura.

Como ilustracdo, considere-se um edificio residencial convencional. As principais acdes a serem
consideradas sdo as devidas ao peso proprio do edificio, as sobrecargas de utilizagdo das lajes e as
devidas ao vento. As duas primeiras agdes sao verticais € podem ser simuladas em analises estaticas
sobre vigas continuas ou vigas simples engastadas no nucleo do edificio. E claro que uma analise
tridimensional envolvendo toda a estrutura poderia ser elaborada, principalmente com os programas
computacionais hoje disponiveis. No entanto, ela ndo seria necessariamente mais realista, porque os
esfor¢os devidos ao peso proprio nao sdo introduzidos repentinamente na estrutura, mas sim pouco
a pouco durante as etapas de construgdo. Por isso, o engenheiro deve sempre ter em mente que uma
modelacdo de maior porte nem sempre ¢ mais realista que uma modelag@o aparentemente simplifi-
cada. Para o vento, podem-se modelar os pilares e vigas como elementos rigidos que transmitem os
esforgos para o nucleo do edificio, que trabalha como uma viga em balango engastada na fundacio.

Na terceira fase as dimensdes da estrutura sdo determinadas de forma a assegurar que a construcdo
seja confiavel. Isto significa garantir que a estrutura tenha uma probabilidade baixa de ndo cumprir
suas fungdes no periodo de sua vida util. E neste momento que as normas técnicas aplicaveis devem
ser obedecidas, uma vez que o nivel de seguranga das obras deve ser estabelecido pela Sociedade
Civil através dos orgdos para isso constituidos. Em muitos paises, as normas técnicas sdo obrigato-
rias e tém forga de lei.

O detalhamento ¢ a tltima fase e engloba toda a complementagdo necessaria ao projeto estrutural,
que nao foi realizada por ocasido do dimensionamento. Muitas decisdes aqui sdo tomadas baseadas
na experiéncia do projetista e em normas técnicas. Falhas de detalhamento sdo responsaveis por
muitos acidentes. Ele deve possibilitar a representacdo grafica da estrutura, de modo a permitir a
sua fabricagdo e execucdo.

Por ocasido da concepgdo, alguns calculos e dimensionamentos preliminares precisam ser feitos
para se definir os elementos estruturais e justificar diversas decisdes. Como na fase de modelagdo as
dimensdes também sdo necessarias, percebe-se que as fases acima listadas ndo sdo seqiienciais, mas
repetidas ciclicamente até a convergéncia em um projeto final.
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Atualmente a fase de modelacdo e dimensionamento tém sido cada vez mais executada com o auxi-
lio de computadores. O mesmo tem acontecido com o detalhamento e a representagdo grafica do
projeto estrutural. Hoje, a maioria dos escritdrios de projeto estrutural realiza boa parte da modela-
¢do, do dimensionamento e detalhamento com o auxilio de computadores. E o chamado Projeto
Auxiliado por Computadores. Mesmo assim, para se manter o trabalho de modelacdo e dimensio-
namento dentro de uma escala razoavel, diversas decisées de modelacdo e de simulagdo sdo neces-
sarias. Esta ¢ hoje a parte mais criativa das fases de modelagdo e dimensionamento, € a que talvez
mais exija preparo tedrico dos engenheiros de projeto.

Hoje, em obras mais convencionais, um unico engenheiro pode rapidamente executar a modelagao,
o dimensionamento, o detalhamento e a representagdo grafica final da estrutura. Obras especiais ou
excepcionais necessitam ainda um maior desenvolvimento dos sistemas. Acreditamos, no entanto,
que, em um prazo nao maior que dez anos, estas trés fases encontrar-se-3o reunidas em um mesmo
sistema computacional para a grande maioria das obras civis. Embora este fato possa significar uma
reducdo do mercado de trabalho do engenheiro de projeto, por outro lado, ele, ao reduzir os custos
de projeto, torna possivel realizar projetos estruturais mesmo para obras de pequeno porte. O uso de
programas de computador demanda um preparo cada vez melhor do ponto de vista conceitual dos
engenheiros de projeto. Alguns paises estudam, ou ja implementaram parcialmente, algum sistema
de controle de qualidade do pessoal envolvido com o projeto estrutural, com a execugdo de exames
de capacitacdo periodicas e a certificagdo de profissionais.

A incorporacdo em sistemas computacionais dos aspectos da concepcdo que possam ser objetiva-
mente quantificados € objeto de pesquisas e encontra-se em experimentacdo. O verdadeiro dimensi-
onamento de uma estrutura, e parte da concepcao, consiste em otimizar os diversos aspectos de uma
obra, sejam eles de ordem técnica, estética ou econdmica, atendendo os requisitos de confiabilidade
que a Sociedade Civil lhe impde. Por exemplo, dimensionar uma viga continua de concreto armado
significa encontrar as dimensdes da secdo transversal e a distribui¢do de armadura que, satisfazendo
as normas técnicas em termos de confiabilidade e os requisitos estéticos e construtivos especifica-
dos inicialmente, levem a maior economia. Economia esta que ndo ¢ apenas equacionada pelo custo
unitario dos materiais, mas que engloba muitos outros aspectos executivos. Em matematica ¢ um
problema bastante complexo, pois boa parte das variaveis, como bitolas das barras de ago, espaga-
mentos, dimensdes das formas, propriedades mecéanicas dos materiais, numero de operarios ¢ de
equipamentos necessarios a execugdo, prazo de execu¢do, interagdo com outros aspectos da obra
(p-ex.: posicao dos pilares na garagem subterranea ou largura dos blocos de alvenaria) sdo discretas
e ndo continuas.

3 Estruturas mecéanicas

Ap6s a Revolucao Industrial as maquinas ganharam grande importancia na sociedade humana. To-
da maquina possui uma estrutura responsavel por transmitir a acdo dos esforgos aos quais ela ¢
submetida durante a sua operacdo. Os veiculos, como os automoveis, 6nibus, caminhdes, trens, avi-
Oes e navios de todos os tipos, possuem uma estrutura. Maquinas como motores, turbinas, gerado-
res, guindastes, pontes rolantes, vasos de pressdo, caldeiras, aparelhos domésticos, etc. também
sempre possuem uma estrutura. A Figura a seguir mostra algumas estruturas da Engenharia Meca-
nica.
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Figura 1.26: Estruturas mecanicas
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Elementos de Algebra

Tensorial

1 Espacos Vetoriais

Na Geometria e na Fisica entra-se em contacto com grandezas denominadas vetores, designados por
T, ¥y, etc., para os quais sdo definidas as operagdes de adi¢ao, produto por um escalar, produto es-
calar e produto vetorial, entre outras. Neste capitulo o conceito de vetor sera generalizado e novas

operacdes serdo introduzidas. Para isso, define-se a seguir o que é um espago vetorial.
Definicéo 2.1: Espacos vetoriais
Chama-se espaco vetorial ou linear a todo conjunto V', cujos elementos, denotados por z, vy, ...,

sdo denominados vetores, tal que:
a) a cada par de elementos « ¢ y de V fica associado um e s6 um elemento = + y de ),

denominado somade = com vy, de modo que:

(i) z+y=y+z, Ve,ycV;

am (z+y)+z=z+(y+2), Vz,y,zc)l
(i) doe V |z+o0o=x, Vel

(ivy I—zeV]|z+—x>=0, Ve

b) aa € R eaumelemento = € V fica associado um e s6 um elemento de V', indicado por
ax , denominado produto do vetor x pelo escalar a, de modo que:
1 (a+b)x=ax+bx, VabecR, Vel

(i) e(z+y)=ax+ay, VYaeR Vr,yec)l
(i) a(bx) = bcax> = (ab)x, Va,b € R, Va €V
ivylz=x, Vrel.
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Exemplos 2.1

Espaco vetorial da Geometria Classica: )j ;

Conjunto dos nimeros reais: R ;
Conjunto dos numeros complexos: C;

n vezes
Produtos cartesianos de R:R" = Rx R... xR, ou seja, o conjunto das énuplas dadas
por (ay,a9,...a, ), 0; € R.1=12...n;

Conjunto das fungdes de uma variavel real f : (a,b) — R, definidas sobre um aberto de
R, indicado por {2 = (a,b), continuas até a derivada de ordem k : C, (a,b) ouC; ({2);
Conjunto das fungdes de n variaveis reais, f : {2 — R, continuas até a derivada de or-
dem %, onde {2 é um aberto de R": C, (§2);

Conjunto das solugdes de uma equagéo diferencial ordinaria linear homogénea de ordem & :

Sy = {y(fv) lap coory® +ap_y oy bty oy +ag oy = 0} .

Exercicios 2.1

2

Mostre que o conjunto M,,,,, das matrizes de dimensdo m X n, com as operagdes usuais
de soma de matrizes e de produto de matrizes por numeros reais, formam um espaco veto-
rial;

Mostre que o conjunto das solugdes de uma equacdo diferencial ordinaria linear homogé-
nea de ordem k realmente forma um espaco vetorial;

Mostre que B, , o conjunto dos polindmios de grau n definidos em R , € um espago vetori-
al;

Considere o conjunto das fung¢des continuas no intervalo (a,b) denotado por Cy (a,b); de-
fina soma de fun¢des e produto de funcdo por niimero real, € mostre que este conjunto ¢é
um espaco vetorial.

Espacos Afins

Na Geometria um conceito fundamental é o de ponto. Os problemas da Geometria sao entdo formu-
lados em um conjunto de pontos chamado de espaco geométrico. Na Geometria Plana este espaco ¢
denominado plano geométrico. Na Geometria, a cada par ordenado de pontos geométricos fica as-
sociado um unico vetor. Estes conceitos serdo generalizados através da seguinte defini¢ao.

Definigédo 2.2: Espaco afim

Seja £ um conjunto e V' um espago vetorial. £¢é chamado de espaco afim associado ao espago
vetorial )V e seus elementos A, B,... sdo denominados pontos, se a cada par ordenado de pontos

(A, B) corresponder um e s6 um elementox € V', indicado porﬁ , tal que:

a)
b)
¢)
d)

TAzo, VA e &,
AB=-BA, VYABEeE,
AB+BC =AC, VABCE€E;

Paratodo O € £ ex € V, existe um tnico X € € |z = OX .
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Exemplos 2.2

a) Espaco afim da Geometria Classica: & ;
b) Espac¢o afim da Geometria Plana: & ;
c) Espaco afim da Fisica Classica: & .

Observagéo 2.1

Uma vez definida uma origem em &;, isto €, um ponto O € &, é usual, de acordo com d) da
Defini¢ao 2.2, confundir-se o vetor & com o proprio ponto X .

3 Dimensao e Base

Definigdo 2.3: Vetores linearmente independentes
Diz-se que os vetores x;, x,,...x, sdo linearmente independentes (LI) se

a1$1+a2w2 ++an$n :0:>a1:a2:...:an.

Caso contrario, eles se dizem linearmente dependentes (LD).

Exemplos 2.3

e Na Geometria Plana quaisquer dois vetores nao nulos e ndo colineares sao LI.
e Em R? os vetores (1,1) e (1,2) sdo LI, mas os vetores (1,1) e (2,2) sdo LD.

e Em () (a,b) os vetores {l,x,xQ,x?’,...} sdo LI

2
7m,sen?m—$,...} sao LI.

e Em (G (0,¢) os vetores {l,senw—x,sen 7

‘ A
Exercicios 2.2

a) Mostre que se o vetor nulo estiver contido em um conjunto de vetores entdo eles sdo LD.
b) Mostre que, em M, 5, as matrizes abaixo sdo LI

ilOOlOOOO

0 0'(0 0|1 0|0 1
Definicéo 2.4: Dimensdo de um espaco vetorial

Y 9 Y

}. 2.1

Diz-se que um espago vetorial V' tem dimensdo n finita quando nele existirem n vetores linear-
mente independentes e quaisquer n + 1 vetores forem linearmente dependentes. Caso contrario,
diz-se que a dimensdo de V ¢ infinita (n = oo>.

Exemplos 2.4
a) A dimensdo de 1§ € 3;
b) A dimensdode R ¢é1;
¢) A dimensdode R" én;
d) A dimensdo de C ¢ 2;
e) A dimensdode C, (a,b) éocc.
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Exercicios 2.3

a) Qual é a dimensdo de My, 5 ?
b) Qual ¢é a dimensao de P, ?

Definigdo 2.5: Base

Um conjunto ordenado de n vetores linearmente independentes pertencentes a um espago vetorial
V de dimensao finita n forma uma base.

Exemplos 2.5
a) Em R?, os vetores (1,1) e (1,2) formam uma base;
b) Em R?, {(1,0),(0,1)} formam a chamada base canénica;
¢) EmM,,,, as matrizes (2.1) formam a chamada base candnica.
d) Mostre que a base candnica de R? e de Mh,, estdo relacionadas da seguinte forma:

see;, i = 1,2, sdo os elementos da base canonica de R? e E;;, 3, j = 1,2, sdo os elementos

R

da base candnica de My, , entdo E;; = eiejT .

Exercicios 2.4

a) Generalize o conceito de base candnica paraR" ;
b) Generalize o conceito de base candnica para.M,,,, ;

3

¢) Mostre que {1, z, 22,23, " } formam uma base em P, , o espaco vetorial dos polindmios

de grau n .

Observagéo 2.2

A partir deste momento adota-se a dimensdao n = 3 para V', designando-o por )}, pois 0 espago

vetorial de dimensdo 3 tem importancia fundamental na Mecénica. No entanto, a maioria dos resul-
tados deste capitulo valem para n qualquer. O caso de dimens2o infinita sera examinado com mai-
or detalhe posteriormente.

4 Componentes

Considere-se © € 1} ¢ a base {e,ey,e5} em);. Como {x, e, ey e;} sdo linearmente dependen-
tes, pode-se escrever

ax + a;€; + ase; +azes =0, a=0.
. a; .
Assim, fazendo-se z; = ——, 1 = 1,2, 3, tem-se que
a

T = x18; + X6y + T3e3 .

Definigdo 2.6: Componentes de um vetor em uma base

Seja € )V} eseja {e},ey,e3 } uma base de)j. Se
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entdo os numeros reais z;, ¢+ = 1,2,3 recebem a denominacido de componentes do vetor & na base
{e,er,e3}.

Observagéo 2.3
As componentes z;, 7 = 1,2, 3, podem ser agrupadas em uma matriz-coluna, indicada por [z, ],

como abaixo

[z;] = |22 |- (2.2)
3

Quando ndo houver duvida ou perigo de confusdo quanto a base utilizada para a definicdo das com-
ponentes, confundir-se-a o vetor com a matriz-coluna de suas componentes, escrevendo-se

T =[z;]. (2.3)

Muitas vezes, matrizes-colunas sdo chamadas de vetores, embora, a rigor, quaisquer matrizes sejam
vetores.

5 Convencéo da Somatoria

Concebida por Einstein, a convengdo da somatoria retira o simbolo da somatéria das expressoes,
aliviando a nota¢do com componentes.

Definigdo 2.7: Convencdo da somatoria

A convengdo da somatodria permite escrever

3
r = inei = T,€; . (24)
i=1
ou seja, a repeticao de um indice numa expressao significa uma somatoria neste indice de 1 até 3.

Propriedades 2.1

a) Podem-se tratar algebricamente as expressdes contendo adi¢des e multiplicagdes de soma-
torias como se elas ndo existissem:

a'ibz' + a;C; = ai(bi + Ci) .

b) O indice sobre o qual ¢ efetuada a somatdria € denominado indice mudo e pode ser trocado
livremente:

a’ibi = a]b] = a/rbr’ = .

¢) Seja, por exemplo, o seguinte sistema de equagoes lineares
an® + appTy + ary = b
a1t + Aoy + g3z = by .
a3121 + a3y + azzx3 = by

Ele pode ser substituido por
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que demonstra a forca da notagdo indicial combinada com a conveng¢do da somatdria. Na
representacdo acima j € o indice mudo. O indice 7, que varia também de 1 a 3, é denomi-

nado indice livre e pode ser também livremente trocado em ambos os lados da equag@o.
3n° de indices livres e que

~ r o i i ~
cada lado da equagdo contém 37" deindicesmudos yacelag A expressdo Wijkimbjim = Cij; T€-

Pode-se concluir que o nimero de equagdes sintetizadas ¢ dado por

presenta, por exemplo, 9 equagdes com 27 parcelas do lado esquerdo.

Exercicios 2.5

a)

b)
¢)

d)

6

Quantas equagdes a expressdo a;ciyb, = 0 sintetiza? Quantas parcelas cada expressao

tem?
Por que as expressoes a;b; = c;; € a0, = d; contém erros?

Mostre que A;By; = C;; indica o produto matricial AB = C|, se o primeiro indice re-
presentar a linha e o segundo indice a coluna, como ¢ usual.
Mostre que A;;B;; = C;; indica o produto matricial ATB = C'.

Mostre que toda matriz pode ser expressa porA = A;E;;, onde A;; sdo os elementos da

i o
matriz e E;; ¢ a base candnica de M,,,, .

Espacos Vetoriais Euclidianos

Na Geometria travou-se contacto com o produto escalar de dois vetores. Aqui este conceito sera
generalizado através da seguinte definicdo.

Definigdo 2.8: Produto escalar

Um espaco vetorial com produto escalar ou interno ¢ um espago vetorial munido de uma aplicagao
denominada produto escalar que associa a cada par de vetores @, y € }; um e s6 um niimero re-

alx - y, verificando as seguintes propriedades

a) z-y=y- -z, Vrych;

b) (z+y)z==xz-2+y-2, Vr,yzcly;

¢) a(x+y)=azx+ay, Ve,yecly VaeR;

d z-x>0, Vxel, e z-z=0&x=o0.
Observacéo 2.4

a) A notagdo (x,y) ¢ utilizada para o produto escalar, especialmente no contexto de fungdes.

b) A notacdo A : B ¢ utilizada para o produto escalar, especialmente no contexto de matrizes

(e de tensores).

¢) Um espago vetorial com produto escalar ¢ denominado também pré-Hilbertiano.
Exemplos 2.6

a) Em R®,(21,2)- (41,92) = 1191 + 2ot

b
b) Em Gy(a.0).(f,g) = [ fydes
c¢) Sejam A,B € M,,,, . Uma defini¢do para o produto escalar de duas matrizes quadradas ¢
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A:B=1u(A"B), (2.5)

onde tr (M ) indica o trago da matriz M . O operador traco ¢ definido por
tr(M)=> M,;. (2.6)
i=1

Exercicios 2.6

a) Mostre que, em R?, (z1,2)- (1,9 ) = 2, + 291 satisfaz as propriedades do produto
escalar;

b
b) Mostre que em Gy (a,b), (f,g9) = f fgdx satisfaz as propriedades do produto escalar;

¢) Mostre que em Mo a definicdo A : B = tr(ATB) satisfaz as propriedades do produto
escalar. Mostre também que A : B = A;;B;;.

Definigédo 2.9: Espagco vetorial Euclidiano

Um espago vetorial dotado de produto escalar e de dimensio finita ¢ denominado espago vetorial
Euclidiano® e o espago afim associado ¢ denominado espaco afim Euclidiano.

Definigdo 2.10: Norma Euclidiana

A magnitude ou norma Euclidiana de um vetor x pertencente a um espago vetorial Euclidiano é
dada pelo escalar

lzl =~vT . 2.7

Propriedade 2.2: Desigualdade de Schwarz
Em um espaco vetorial com produto interno vale a Desigualdade de Schwarz’
lz-y| <izi|yl|, Veyely. (2.8)

Para demonstra-la, considere-se que

lz+ay| >0, Ve,yeli, VaeckR.
Mas

lz+ayl’ = (z+ay)-(z+ay)=z-z+20z-y+a’y y.

Logo

Izl + 2oz -y + o2 |yl> >0, VacR. (2.9)
O discriminante do trindmio em « acima ndo deve ser positivo, portanto,

(z-y) —nzryl* <0,

de onde resulta (2.8).

Propriedade 2.3: Desigualdade triangular
Da Desigualdade de Schwarz decorre a Desigualdade Triangular

* Euclides (ca. 320-260 AC)
* Hermann Amandus Schwarz (1843-1921)
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[z +yl <nen+lyll, Vz,yel. (2.10)

De fato, fazendo o = 1 em (2.9), tem-se

lz +yl? =1z + 22y +|yP <1z + 2|z y|+ |yl (2.11)
Utilizando-se (2.8), de (2.11) vem

lz+yl? <ne2+2|z-y|+yl? <nee + 2uz|y| +yl? = (e +|ly|)?, (2.12)
de onde decorre (2.10).

Propriedade 2.4
Da Desigualdade de Schwarz (2.8) decorre também
< %Y 4. (2.13)
iyl

Definigdo 2.11: Distéancia entre dois pontos

A distancia entre dois pontos A e B de um espago afim Euclidiano é dada por

d(A,B) =|AB]|. (2.14)

Definicéo 2.12: Angulo entre vetores

O angulo 6 entre dois vetores = e y ¢ dado por

cosf = —~Y_ (2.15)
eyl
A definicdo acima faz sentido por causa de (2.13).
Definigéo 2.13: Ortogonalidade

Dois vetores « e y sdo ditos ortogonaisse § = 90° ou z-y = 0.

Propriedade 2.5: Teorema de Pitagoras®
Em um espaco vetorial com produto interno vale o seguinte teorema (Teorema de Pitagoras)

0 =90 |z +ylf =1z +|y|*. (2.16)
(2.16) decorre de (2.11) e da definicdo de ortogonalidade acima.

Exercicios 2.7

1
a) Considere-se o espaco vetorial C;(0,1) com o produto escalar(f,g) = fo fgdx . Deter-

mine as normas das fungdes fcz> =1 e gcx> = z e o angulo entre elas; elas sao LI? De-
termine o coeficiente o de h<x> = = + «, de modo que f e h sejam ortogonais. Deter-
mine a distancia entre f e ¢, definindo-se distancia entre fung¢des por d(f,g) = | f — gl
Determine o erro de se aproximar pcz> = 2 por gcz>, definindo-se a fungdo erro
exy=p—g eoerropor el =d(p,g).

b) Mostre que

8 pitagoras (571-497 a.C.)
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];bfgdx < \/fabedx\/];ngdx. 2.17)

Definigdo 2.14: Colinearidade

Dois vetores x ¢ y sdo ditos colineares se 6 = 0°.

Propriedades 2.6

Sejam os vetores e y, dados por x = z;e; ey = y;e;. Efetuando-se o produto escalar e utili-
zando-se as propriedades b) e c) deste, tem-se

w'yzxiyj(ei'ej>- (2.18)

Definigdo 2.15: Métrica
O conjunto dos produtos

recebe a denominac@o de métrica do espago vetorial. Note-se que estes produtos sdo simétricos, isto
€, 9;; = 9; por causa da propriedade a) do produto escalar.

7 Bases Ortonormais

Definigédo 2.16: Base ortonormal

Uma base é dita ortonormal se

gij =€ e =&, (2.20)
onde §;; ¢ o simbolo de Kronecker” abaixo
1, set=y,
b = 0, sei = j. 2.21)
Propriedades 2.7
a) Em uma base ortonormal, os vetores sdao unitarios, isto &,
lesl=1, i=123. (2.22)
b) Em uma base ortonormal, os vetores sao ortogonais entre si, ou seja,
e-e =0, 1=7. (2.23)

Propriedades 2.8
a) O produto escalar de dois vetores = ey, dados por x = z;e; ey = y,e;, €
Ty = o;zy; - (2.24)
b) Note-se, no entanto, que (2.21) leva a

Ty =Ty = Ty (2.25)

" Leopold Konecker (1823-1891)
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evidenciando uma propriedade muito importante de ¢;;: o simbolo de Kronecker pode ser
utilizado para substituir ou trocar indices de grandezas indexadas. Assim, por exemplo,
tem-se que 034014 bin = @y bin -

c) Note-se que

16,

J=T, (2.26)

onde I ¢é a matriz identidade.
d) Note-se também que

X - e]‘ = (.’L’iei)' ej = l‘i<ei . ej> = 6@‘1}1' s (227)

€ portanto

w .

;=T €. (2.28)

(2.28) fornece uma interpretacdo geométrica para as componentes de um vetor em uma ba-
se ortonormal. Utilizando-se (2.15) e (2.28), tem-se

T; = llzlicost (2.29)

onde 6 € o angulo entre x ee;, ou seja, a componente € a projecdo do vetor na diregdo do
vetor unitario da base, conforme a Figura 2.1.

Figura 2.1: Interpretacdo geometrica da componente de um vetor

Exercicios 2.8
Sejam z = 2¢; + ey e w = ¢ — 3e; em}s.
a) Calcule z- w, llzI, lwll e 6 entre estes vetores;

b) Construa uma base ortonormal {€;,e, }, na qual e; tenha a direcdo e o sentido de z;
¢) Encontre as componentes de w na base {e;,e, } do item acima.

Observagéo 2.5

Neste texto serdo utilizadas somente bases ortonormais. Bases que ndo s@o ortonormais surgem, por
exemplo, com a utilizacdo de coordenadas curvilineas.

Propriedades 2.9: Mudanca de base

Sejam duas bases ortonormais{ e;,e;,e3 } ¢ {€;,e, €5 } . Sejam os seguintes coeficientes
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Note-se que ndo ha simetria nestes coeficientes, isto €, em geral,m;; = m ;. Determine-se, agora, as

componentes de um vetor x na base {€,é,,e3} por meio de (2.28), ou seja,z; = e; - ¢. Lem-

brando-se que x = x.e,, tem-se

)72

Logo, tem-se

€T, = m,jxj y

J(Ei'e

i)

que ¢ a expressdao da mudanca de base para as componentes de um vetor.

Observagéo 2.6

Os coeficientes m,;

g

Exercicios 2.9

a)

b)

d)

8

Mostre que

Tj = Mgy 5

8
<

Mostre que a matriz M = [r?zlj} ¢ ortogonal, isto &,

M"™M = MM" =1.

(Sugestao: utilize MM = [y ]);
Mostre que a matriz

cosf senf
R =

—senf) cosf
¢ ortogonal e quedet R = 1.
Mostre que a matriz
send 1| 5en
R=1+—0 + =
LT
2
onde
0

0 =0 +0;+0; e O =|0,

¢ ortogonal e quedet R = 1. (2.36) ¢é conhecida como férmula de Euler-Rodrigues®.

Encontre m;; dos Exercicios 2.8.

Formas Lineares

b

s30 os co-senos dos angulos entre os vetores unitarios das duas bases.

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

Na Algebra Linear sdo definidos diversos tipos de aplicagdes com propriedades de linearidade e

multilinearidade. Formas lineares serdo as primeiras a serem consideradas aqui.

¥ Leonhard Euler (1707-1783), Benjamin Olinde Rodrigues (1794-1851)
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Defini¢éo 2.17: Forma linear

Chama-se forma linear em )4 a toda aplicagdo A : 13 — R, de modo que
a) Alz+y)=Aw@ + A(y), Va,y €);

b) Acar> =adlAdcx>, Vae R Vzel].

Propriedades 2.10

a) Uma forma linear A fica inteiramente caracterizada na base { e, ey, e; } pelo conhecimen-
to dos coeficientes

o = A(e;) . (2.38)
Para se verificar isto, seja = z;e;. Pelas propriedades a) e b) da Definicdo 2.17, tem-se
que
Ace> = A(ze;) = 1;A(€;) = 2505 .
«; sdo chamadas de componentes de A na base{e;, ey, e; }.
b) Dada A, existe um unico vetor a € ) tal que

A =a-x. (2.39)

Para se verificar isto, considere-se que
a-r=azx e Aw =qux.
Logo
a;, = q; .
Diz-se, entdo, que o vetor a representa a forma linear A. Ha autores que definem vetores
diretamente como formas lineares.
Exercicios 2.10

Considere a forma linear na base {e;,ey,e3 } dadapor Bcx> = 1; + 15 .

a) Determine o vetor b que representa 53 ;
b) Calcule Bcx>,comz = e + ey + €e3.

9 Operadores Vetoriais

Introduz-se, agora, uma aplicagdo com propriedades de linearidade denominada operador vetorial.
Esta aplicacdo facilita muito o entendimento do conceito de tensor e, por isso, ¢ muito importante
neste texto.

Definigéo 2.18: Operador Vetorial

Chama-se operador vetorial em )4 atoda aplicagdo T : 13 — 15, de modo que
a) T(z+y) =T +T(y), Vx,yecl;

b) Tcx> =aT x>, VacR Vxec)l].
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Propriedades 2.11

a) Um operador vetorial T' fica inteiramente caracterizado em uma base {e;,ey,e3} pelo
conhecimento dos vetores T (e; ). Para se verificar isto, seja « = x;e;. Utilizando-se as
propriedades da Definicdo 2.18 dos operadores vetoriais, tem-se

Tx = T(.’L‘ZCZ) = .’EZ'T(BZ') .

b) Denotando-se as componentes do vetor T’ ( €; ) na base {e;, ey, es} por de modo que

/)

tem-se
Logo, sey = T (x>, entdo as componentes de y na base {e;, e, e3 } sdo dadas por
yi = Lz, . (2.42)

¢) T} sdo as componentes do operador T' na base{e;,e;,e3 }. Veja-se que

Observagéo 2.7

Tendo em vista a Defini¢ao 2.18 e as Propriedades 2.11, o vetor T x> ¢é grafado a partir deste pon-
to como um produto, como se segue

T =Tz . (2.44)
Logo,se y = T x>, entdo y = Tz . (2.43) é grafado, entdo, da seguinte forma
Definigdo 2.19: Operador nulo
O operador vetorial O tal que
Or=0, Vel (2.46)

¢ denominado operador nulo. Note-se que O;; = 0.

Defini¢éo 2.20: Operador identidade

O operador vetorial I tal que

Ix=x, Vrel} (2.47)
¢ denominado operador identidade. Note-se que
I = & (2.48)

em bases ortonormais.

Definigdo 2.21: Transposi¢ao de operadores vetoriais
O operador T é denominado o operador transposto de T, se
:B-(Ty):y-(TT:I:), Ve,y € )} . (2.49)
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Propriedade 2.12

E facil mostrar que

T =T; (2:50)
em bases ortonormais. (2.50) indica que
(TF =7, 2.51)
Definicao 2.22: Operadores simétricos
O operador vetorial T' ¢ dito SImétrico se
z- (Ty)=y - (Tz), Vx,yecl}. (2.52)
Propriedades 2.13
De acordo com (2.49) para operadores simétricos
T =T. (2.53)
Propriedades 2.14
De (2.50) decorre que, para operadores simétricos,
Ty =Tj, (2:54)
ou seja,
(T3] =171, (2.55)
em bases ortonormais.
Definigdo 2.23: Operadores anti-simétricos
Um operador vetorial é dito anti-simétrico se
z-(Ty) =—y - (Tx), Vr,yecl. (2.56)
De acordo com (2.49) para operadores anti-simétricos
T = —-T. (2.57)
Propriedades 2.15
De (2.50) decorre que, para operadores anti-simétricos,
T, =T, . (2.58)
ou seja
T
[Ty =—[Ty] (2.59)
em bases ortonormais.
Definigdo 2.24: Soma de operadores vetoriais
Sejam T', U e V' operadores vetoriais em ). Se
Tx=Ux+Vx, Vxeclj, (2.60)
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entdo o operador vetorial T' ¢ denominado a soma dos operadores vetoriais U e V', sendo, por
isso, denotadopor T'=U + V.

Propriedade 2.16

Todo operador vetorial T' pode ser decomposto na soma de um operador simétrico S e um opera-
dor anti-simétrico A como se segue

T=S+A4, (2.61)
onde
1 T 1 T
S:§(T+T ) e A:§(T—T ). (2.62)
Em termos das componentes em uma base ortonormal, tem-se
1 1
Sy =Ty +T;) e Ay =5(Ty —Ty). (2.63)
Observacéo 2.8

Uma notagdo muito empregada para a operacao de extragdo das componentes simétrica e anti-
simétrica de um tensor &

S=Sym(T) e A=Skew(T). (2.64)°

Definicéo 2.25: Operadores ortogonais

Um operador vetorial @ ¢ dito ortogonal se

Qx> -Q(y)=z-y, YVe,yecl. (2.65)

Propriedades 2.17
E facil demonstrar, a partir de (2.65), que

Qi = 045 - (2.66)

(2.66) faz com que a matriz [Q);; | seja ortogonal, isto &,

Q] =1Qy]. (2.67)
Logo

det[Q,] = +1. (2.68)

Defini¢éo 2.26: Rotacdes

Quando det[Q;; ] = +1, diz-se que o operador ortogonal ¢ uma rotagao.

Definigéo 2.27: Inversdo de um operador vetorial
Diz-se que T~ ' ¢ o operador vetorial inversode T' se
y=Twx> & z=T'(y), Vr,yc)]. (2.69)

° Do inglés “symmetric” e “skew-symmetric”.
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Propriedades 2.18
E facil mostrar, a partir de (2.69), que
Tl-kflTkj = 0y - (2.70)
Logo
[Tt =1T] 2.71)
Para que T ! exista, o operador vetorial T precisa ser uma aplicacio bijetora. Uma condigdo ne-

cessaria e suficiente para isso, em uma base ortonormal, ¢ que a matriz de suas componentes em
sistema ortonormal ndo seja singular, isto ¢

det[T;;] = 0. (2.72)

Propriedades 2.19

Podem-se mostrar as seguintes propriedades dos operadores, que sdo completamente analogas a das
matrizes,

a) (T‘1 )T = (TT )_1; logo pode-se grafar apenasT 7 ;

b) Q' = Q' para operadores ortogonais.

Defini¢éo 2.28: Composicao de operadores

O operador vetorial T' é denominado a composi¢ao dos operadores vetoriais V' e U , sendo deno-
tadopor T =V o U ou por

T=VU, (2.73)
se
Tax> =V Uw), Vrel. (2.74)
Propriedades 2.20
E facil mostrar, a partir de (2.74), que vale a seguinte equagio
Ty = Valy - (2.75)
Logo, as matrizes de suas componentes em um sistema ortonormal obedecem a seguinte relacao
[T5] = Vi [[Ug ] (2.76)

(2.75) ou (2.76) justificam a notagao (2.73).

Exercicios 2.11

a) Considere-se um operador, cuja matriz em uma base ortonormal {e;,e,,e; } seja

1
[T;1=11
1

N

0
0].
1
Seja também o vetorxz = e —ey —2e3. Calculee; - T(ej), 1,7 =123, T,

z- T el -Tw.
b) Mostre que
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T T =x-TTT x> . (2.77)

c) Encontre as componentes simétricas e anti-simétricas do operador vetorial do exercicio b)
acima.

10 Tensores de Segunda Ordem

Definigdo 2.29: Tensores de segunda ordem

Tensores de segunda ordem sio definidos como operadores vetoriais em ).

Observagéo 2.9

As classificagdes de operadores vetoriais introduzidas anteriormente podem ser estendidas aos ten-
sores de segunda ordem. Assim pode-se falar de tensores simétricos, anti-simétricos, ortogonais,
transpostos, do tensor nulo, do tensor identidade, do tensor rotagdo, da soma e da composi¢do de
tensores. Em relagdo a composicdo, tendo em vista (2.73), fala-se do produto de dois tensores.
Definigdo 2.30: Produto diadico

Introduz-se aqui o produto diadico ou produto tensorial entre dois vetores a e b, grafado por
a ® b, que resulta em um tensor de segunda ordem 7' = a ® b, tal que

Tr=(a®b)x=(b-x)a. (2.78)

Propriedades 2.21

O produto tensorial de dois vetores a,b € )} possui as seguintes propriedades de bilinearidade, que

podem ser verificadas facilmente através das propriedades de linearidade dos operadores vetoriais :
a) (a+b)®c=a®c+b®c, Va,b,c c)i;

b) a®(b+c)=a®b+a®c Va,b,cc)i;
¢) wwa>®b=a®(ab)=0a(a®b),Va € R, Va,b € }.

Por causa destas propriedades a nomenclatura de produto fica justificada.

Propriedade 2.22
Seja T' um tensor de segunda ordem qualquer. Sey = T' (x>, entdo, de y = y;e;, (2.42) e (2.43),
tem-se
y=1[T(e) ejle; . (2.79)
Logo, todo tensor de segunda ordem pode ser escrito da seguinte forma
T=T(e;)Re;. (2.80)

Observagéo 2.10

(2.80) indica que as componentes de 1'(e;) na base {e;,ey,e3} formam a coluna i da matriz do
operador vetorial nesta mesma base.
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Propriedades 2.23

O produto tensorial de dois vetores a,b € )} fica inteiramente caracterizado em uma base ortonor-
mal {e},ey,e;} pelo conhecimento dos produtos tensoriais dos vetores da base, ou seja, de

EU :ei®ej, Z,]:1,2,3 (281)
Esta propriedade ¢ verificada rapidamente a seguir

- (2.82)

Definigéo 2.31: Espaco tensorial de segunda ordem

O conjunto de todos os tensores de segunda ordem ¢é aqui designado por 73= )}, ® )4 e denomina-

do espaco tensorial de segunda ordem. 7; ¢ um espaco vetorial de dimensio 3% = 9, como se
pode concluir a partir de (2.82), sendo que as grandezas E;; formam uma base deste espago.

Definicdes 2.32: Subespacos do espaco tensorial de segunda ordem

a) O espago dos tensores de segunda ordem simétricos é designado por S; .
b) O espago dos tensores de segunda ordem anti-simétricos é designado por .A; .

Observacéo 2.11

O espago )} ¢ denominado espago tensorial de primeira ordem e seus elementos sdo denominados
tensores de primeira ordem ou vetores.

Propriedade 2.24
O tensor T', cujas componentes em uma base ortonormal {e;,e;,e3 } sdo T;:, ¢ dado por
T =T;E; =Tje e, (2.83)
onde
Propriedades 2.25

Os tensores de segunda ordem tém as seguintes propriedades em relacdo ao produto diadico:
a) T(a®b)=(Ta)®b;

b) (a®b)T:a®(TTb);
c) (a®b)(c®d)=(b-c)(a®d).

Exemplo 2.7

Para ilustragdo demonstra-se a Propriedades 2.25b). Seja = um vetor qualquer, entdo pela
Defini¢ao 2.30 e a Definicao 2.21, tem-se

(a®b)Tx =(b-(Tx))a =
= (TTb-:B)a =
=(a®(T"b))x.

Logo a Propriedades 2.25b) vale.
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Defini¢éo 2.33: Determinante de um tensor de segunda ordem
O determinante de um tensor de segunda ordem ¢ dado, em uma base ortonormal, por

detT = det[T}]. (2.85)

Observagéo 2.12

O determinante de um tensor de segunda ordem ndo depende da base ortonormal onde ele ¢ calcu-
lado.

Propriedades 2.26

O determinante de tensores tem as mesmas propriedades dos determinantes das matrizes. Assim
a) detT? = detT;

b) det(AB) = (det A)(det B);

Propriedade 2.27
Seja v; ® e, um tensor construido com 3 vetores LI indicados porwv;, v, € v3. Logo, das

Propriedades 2.25, decorre T (v; ® e; ) = (Tv; ) ® e;. Logo, com a ajuda das Propriedades 2.26,
tem-se

det[(Tv;) @ e; |
T = . 2.
det det(v; ® ;) (2.86)

Exemplo 2.8: Tensor das tensdes

Deduz-se, agora, de forma preliminar, o tensor das tensdes de Cauchy, que foi o primeiro tensor de
segunda ordem descoberto, donde o nome tensor. Considere-se, conforme a Figura 2.2, um tetrae-
dro infinitesimal no interior de um so6lido com 3 arestas segundo os vetores da base{ e, ey, es3 } .

€

Figura 2.2: Tensor das tensdes de Cauchy
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Nas superficies infinitesimais de area dS;,+ = 1,2,3, cujas normais s3o 0s vetores unitarios

e;, 1 = 1,2,3, respectivamente, atuam as forgas dt;, : = 1,2, 3, dadas por

dt; = t;dSg , (2.87)
onde os parénteses indicam que ndo hd somatodria no indice 7 ¢ ¢; s8o denominados vetores das
tensdes atuantes sobre as areas dS;. Um vetor tensdo ¢ denominado também de forca superficial ou
forca por unidade de area. Se ¢, ¢ a for¢a por unidade de area que atua sobre dS;, entdo —t; ¢ a for-
¢a por unidade de area que atua na face cuja normal ¢ —e;, i = 1,2,3. Seja ¢ a forga por unidade de

area que atua na face inclinada com area dS e normaln . O equilibrio das forgas atuantes sobre o
tetraedro fornece

tdS = 4,dS) + t,dS; + t3dS; = t,dS; . (2.88)
Mas, como dS; ¢ aprojecdo de dS no plano de normal e;, tem-se
dsS; = (e;-m)dS . (2.89)
Introduzindo-se (2.89) em (2.88), tem-se
t=(e;-n)t,=(t;, Qe;)n. (2.90)
Logo
t=Tn, (2.91)
onde
T=tR®e (2.92)

¢ o tensor das tensdes de Cauchy. O operador associado € um operador vetorial que associa a nor-
mal de uma superficie a for¢a superficial atuante sobre ela. Ao se equacionar o equilibrio de mo-
mentos no tetraedro, verificar-se-a que T' € simétrico. Note-se que as colunas da matriz das com-
ponentes do tensor das tensdes sdo as componentes de ;.

Propriedades 2.28: Mudanca de base

Sejam duas bases ortonormais{e;,e;,e;} ¢ {e;,e5,e3}. Sejam os coeficientes m;; = €, - e; de
] 3 3 ] 1j ) j

(2.30). Note-se que ndo ha simetria nestes coeficientes, isto €, em geral, m;; = m;;. Determine-se,

agora, as componentes de um tensor T' na base {€;,€,,e;} por meio deT}; = e; - T'e;. Lembran-
do-se que T = T, E;,, tem-se

T, =e (TyEy)e; = Tye; - (e, @ e)e; = Ty(e -e;)(e - €). (2.93)
Logo, tem-se

T.

ij

= mym;Ty , (2.94)

que ¢ a expressdo da mudancga de base para as componentes de um tensor de segunda ordem.

Exercicios 2.12

Mostre que

T

i = My, . (2.95)
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11 Formas Bilineares e Formas Quadraticas

Definigéo 2.34: Forma bilinear
Chama-se forma bilinear em )} a toda aplicagdo f : )} x 14 — R que associa a cada par de veto-

res de 14 um e s6 um namero real, de modo que as seguintes propriedades de bilinearidade valham
a) f(a+byc)= f(a,c)+ f(bc),Va,b,c €)};
b) f(a,b+c)= f(a,b)+ f(a,c),Va,b,c €j;
¢) f(aa,b) = f(a,ab) =af(a,b),Va € R, Va,b € )j.

Exemplos 2.9

a) f(x,y)= x-y ¢éuma forma bilinear;
b) f(x,y)=x-T(y) éuma forma bilinear;

Propriedades 2.29

a) Uma forma bilinear fica inteiramente caracterizada na base { e, ey, es; } pelo conhecimento
dos coeficientes

A verificacdo € simples:
f(z,y) = f(xiewyjej> = xz%‘f(%‘;ej) = ijiyj . (2.97)
b) Dada f, existe um unico tensor de segunda ordem F' tal que
f(e,y)=xz-Fy. (2.98)

Fazendo-se F' = F;E;;

e
segunda ordem diretamente como formas bilineares.

a demonstragdo ¢ imediata. Ha autores que definem tensores de

Definigdo 2.35: Formas bilineares simétricas

Uma forma bilinear ¢ dita simétrica se
f(zy) = f(y,z), Vx,yeli. (2.99)

Uma conseqiiéncia imediata € que o tensor associado F' ¢ simétrico.

Definicao 2.36: Forma quadrética

Chama-se forma quadratica associada a forma bilinear simétrica f a aplicacdo ¢: )V, — R que a
cada vetor x € )} associa o nimero real dado por

gx> = f(x,x). (2.100)

Propriedades 2.30: Forma quadratica

a) Seja o vetor ax . Pelas propriedades das formas bilineares tem-se
gcar> = f(ax,ax) = f (z,x) = o*qcz> . (2.101)

b) Dadag x>, existe um tnico tensor simétrico F' tal que
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gx> =x- Fx. (2.102)

¢) Uma propriedade importante das formas quadraticas ¢

dqcz> 0?qcx>
= 2F,x; = 2F; . 2.103
8372‘ ZJm] © 8$18$J : ( )
d) Esta propriedade é grafada também da seguinte maneira
dqcx> 0%qcx>
= 2F =2F . 2.104
ox voe Ox? ( )

Exemplos 2.10

a) A tensdo normal sobre um plano de normal n em um ponto de um soélido ¢ dada por
c=t-n.Comot =Tn,tem-se

cn>=n-Tn, (2.105)

que ¢ uma forma quadratica, pois o tensor das tensdes de Cauchy ¢é simétrico.
b) Seja a seguinte forma quadratica

q = ¥ + 4z + 63125 + 425 + 102925 + 623 .

Entao
1 2 3
[Fil=1]2 45
3 5 6
Verifique-se que
, 1 2 3|4 . 12 3
8;22245@ ax,;aqxj:2245'
3 5 673 3 5 6
Definigdo 2.37: Formas quadréticas positivo-definidas
Uma forma quadratica ¢ ¢é dita positivo-definida se
gx> >0, Veel e qx>r=0&x=o0. (2.106)

Exemplo 2.11

A forma quadratica qcx> = x - x & positivo-definida, conforme as propriedades do produto esca-
lar.

Defini¢éo 2.38: Tensores positivo-definidos

Um tensor simétrico T' ¢ dito positivo-definido se a forma quadratica associada também o for.

12 Produto Escalar entre Tensores de Segunda Ordem

Para se definir o produto escalar entre dois tensores de segunda ordem a seguinte defini¢ao € neces-
saria.
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Defini¢éo 2.39: Trago de um tensor

O trago de um tensor de segunda ordem ¢ uma aplicagaotr : 1, ® 13 — R, tal que

tr(cy)=z-y. (2.107)

Propriedades 2.31

a) O trago ¢ uma forma bilinear, pois valem as propriedades de bilinearidade do produto esca-
lar entre vetores que consta da definicdo (2.107).
b) Utilizando as propriedades das formas bilineares e a defini¢do acima, tem-se

Logo

tr(T) =T, . (2.109)

Exercicios 2.13

Mostre as seguintes propriedades do traco de um tensor de segunda ordem:
a) tr(AT) =tr(A);
b)tr(AB) =tr(BA)e (2.110)
c)tr(ABC)=tr(CAB) =tr(BCA).

Definigdo 2.40: Produto escalar entre dois tensores
O produto escalar de dois tensores é uma aplicagdo de 73 x 73 em R que associa a cada par de

tensores A, B € 73 um e s6 um numero real definido por

A:B=1u(A"B). (2.111)

Propriedades 2.32
A defini¢ao (2.111) satisfaz as seguintes propriedades do produto escalar
a) A:B=B:A;
b) (A+B):C=A:C+B:C,
c) A:(B+C)=A:B+A:C;
dd A:A>0eA:A=0A=0.

Propriedades 2.33

E também facil mostrar as seguintes propriedades do produto escalar de tensores de segunda ordem:
a) tr(A)=1:A4;
c) A:B =Sym(A):Sym(B)+ Skew(A): Skew (B).

Exercicios 2.14

Mostre as Propriedades 2.32 e Propriedades 2.33.
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13 Produto Vetorial

Observagéo 2.13

Embora este texto tenha-se restringido ao espaco vetorial }3, as definigdes e resultados apresentados

até o momento valem para espagos vetoriais de dimensdo n finita qualquer. Nesta se¢do aborda-se
o produto vetorial que faz sentido apenas em ). Sua definicdo ¢ de fundamental importancia na

Mecanica Classica.

Propriedade 2.34

Se W ¢ um tensor anti-simétrico, entdo sua matriz de componentes numa base ortonormal
{e;,ey,e3} € anti-simétrica e pode ser expressa por

0 —Ws Wy
Wyl=|wy 0 -—wl. 2.112)
—Wy wq O

Definigéo 2.41: Vetor axial
O vetor axial de um tensor anti-simétrico W tem, em uma base ortonormal {e;,e,,e; }, as compo-

nentes w;, ¢ = 1,2,3 que constam de (2.112). Logo, pode-se escrever

Observagéo 2.14
A seguinte notagao ¢ empregada para os vetores axiais € seus tensores anti-simétricos associados
w = axial (W) < W = Skew (w> . (2.114)"°

Definicéo 2.42: Produto vetorial entre dois vetores
O produto vetorial entre dois vetores w,x € 14 ¢é grafado por w x « e dado por
wxze =Wz, (2.115)

onde W ¢ o tensor anti-simétrico cujo vetor axial ¢ w,i.e. W = Skew cw>.

Exemplos 2.12

a) Uma importante aplicacdo do produto vetorial esta na definicdo de momento de uma forga.
Define-se momento de uma for¢a f aplicada no ponto X em relagdo ao ponto O como

m=0Xxf. (2.116)

O ponto O ¢ conhecido como pdlo.
b) Outra aplicagdo importante na Mecanica esta na definicdo de momento angular em relagao
ao pélo O de uma massa m , posicionada em X com velocidade v, dada por:

' Observe-se que o operador Skew de (2.114), é aplicado sobre vetores, enquanto que o operador Skew de (2.64), é
aplicado sobre tensores de segunda ordem. No contexto da orientag@o por objetos, diz-se que foi feita uma sobrecarga
de operadores.
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u:O_'XX(va (2.117)

Propriedades 2.35

a) Para quaisquer vetoresa ¢ b, tem-se

axb=—-bxa, axa=0 ¢ a-(axb)=0; (2.118)

b) a xb tem a interpretacdo geométrica da Figura 2.3 abaixo, ou seja, ¢ ortogonala @ ea b,
com o sentido dado pela chamada regra da mao direita e tem como magnitude a area do pa-
ralelogramo definido por a e b . Portanto

la x bl = nal|b|send . (2.119)

A
axb

a

Figura 2.3: Interpretacdo geométrica do produto vetorial

Definigdo 2.43: Vetor dual
O vetor dual do tensor T' ¢ definido por

dual (T') = axial (Skew (T")) . (2.120)
Propriedades 2.36
a) O vetor dual de @ ® b ¢ dado por
dual(a®b):%b><a. (2.121)
b) Com a ajuda de (2.121), pode-se mostrar que
T:t1®67 :dual(T):—%(t7X€7) (2122)
¢) Da mesma forma, pode-se mostrar que
A= a; & €; T 1
Bboe, = dual(AB ):—§(ai><b,,;). (2.123)
d) Note-se que
T =T < dual(T) =0, (2.124)

ou seja, o vetor dual de tensores simétricos € o vetor nulo.

Exercicios 2.15

Mostre que:
a) Se A e B sio anti-simétricos, entdo
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AB=b®a—(a b)I, (2.125)

onde a e b sdo os vetores axiais de A ¢ B . Qual é a expressdo para AT B ?
b) Verifique com a ajuda de (2.125) que, se A ¢ B sdo anti-simétricos, entdo

A:B=-2a-b, (2.126)

onde a e b sdo os vetores axiaisde A e B .
¢) Com a ajuda de (2.125), verifique que

ax(bxe)=cca-c>b—(a-b)c. (2.127)
d) Verifique que
c=axb&s C=AB—-BA, (2.128)
onde a,b,c sdo os vetores axiais dos tensores anti-simétricos A, B, C', respectivamente.
e) Verifique que
c=axb&sC=b®Ra—a®b, (2.129)

onde a,b,c sdo os vetores axiais dos tensores anti-simétricos A, B, C', respectivamente.

Definigdo 2.44: Produto misto

O produto misto de trés vetores a,b,c € }4 resulta em um escalar definido por

[a,b,c] =a-bxc. (2.130)
Propriedades 2.37
a) O produto misto ndo depende da posi¢cdo dos produtos escalar e vetorial:
a-bxc=axb-c, Va,b,ceclf. (2.131)
b) O produto misto obedece a propriedade da permutagao ciclica:
[a,b,c] =[b,c,a] =]c,a,b]. (2.132)

¢) Sefa,b,c] = 0,entdo a,b,c sdo LI
d) [a,b,c]tem a interpretacdo geométrica da Figura 2.4, ou seja, € o volume do paralelepi-
pedo definido pelos vetoresa , b ec.

_______________ N
c A 7 N
\ Vé \
AY V4 \
\ ’ \
\ /7 \
AY U AY
\ 4 \
\ 4 \
\ b 4 \
N e \
N\
R SRRl ;
/ \ 4
4 AY 4
U \ 4
U \ /7
4 \ 4
4 AN ’
4 AN ’
4 \ 4
4 \ 7/
0 Yoo m = v

Figura 2.4: Interpretacdo geométrica do produto misto
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13.1 Relacgdo de Euler

De (2.86) decorre a chamada relagdo de Euler:

[Ta,Tb,Tc]

detT =
[a,b,c]

, VYa,b,c €} ‘ [a,b,c] = 0.

13.2 Relagdo de Nanson
A seguinte relagio de Nanson'' vale
(Ta)x (Tb) = det(T)T T (axb).

Para se verificar (2.134), verifique-se que de (2.133) tem-se

(detT)(axb)-¢c =(TaxTb) - Te =TT (TaxTh)- ¢, Ycecl.

Logo
(detT)(axb) =TT (TaxTh),
donde decorre (2.134).

Observagéo 2.15

O tensor T' ndo preserva o produto vetorial, isto €, em geral,
T(axb)= (Ta)x(TH).

Propriedade 2.38

Se R éum tensor rotagdo, entdo det R =1 eR T = R. Assim de (2.134) vem
(Ra)x(Rb)= R(axb),

isto €, um tensor rotagdo preserva o produto vetorial.

14  Rotacgoes

Definigdo 2.45: Conjunto das Rotacles

O conjunto de todos os tensores rotagdo ¢ designado aqui por R;.

Propriedade 2.39

(2.133)

(2.134)

(2.135)

(2.136)

(2.137)

(2.138)

Uma rotagdo # em torno de um eixo dado pelo vetor unitario e e descrita de acordo com a regra da

mao direita pode ser representada pelo tensor rotacdo R expresso por

. .9
R:I+81n0@+15m 0/22@2’

0" "2 (0/2)
onde

0 =axial(®), 0 =0e e 0=|0].

" Edward John Nanson (1850-1936)
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Observacéo 2.16

O vetor 8 ¢ conhecido como vetor das rotacdes de Euler. (2.139) é conhecida como Formula de
Euler-Rodrigues.

Propriedade 2.40

Ha uma correspondéncia entre vetores e tensores rotagdo. Portanto, toda rotagdo pode ser descrita
por apenas 3 parametros.

-----

S ’

~ ’
€ )_"Q
sinfce X a>

, (1 —cosf)excexad>

Figura 2.5: Rotagédo de um vetor

Propriedades 2.41

lsen2(0/2) ~ 1—cost
2 (01 6>
b=Ra=a+sinfcexa>+(1—cosf)excexa, (2.141)

De (2.139), (2.140) e decorre

onde a,b € 13 e R € R3. A rotagdo e as 3 parcelas de (2.141) tem a interpretagdo geométrica da
Figura 2.5.
Observagéo 2.17
Até primeira ordem em € , um tensor rotacdo ¢ dado por
R=1+06. (2.142)
Logo
b—a=Ra—a=0xa. (2.143)

15 Tensores Simétricos

Os tensores de segunda ordem simétricos ocupam uma posi¢ao de destaque na Mecanica dos Soli-
dos Deformaveis. Dedica-se esta secao a eles.
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Propriedade 2.42
Todo tensor simétrico de segunda ordem pode ser decomposto na soma de dois tensores, conforme
T = Sph(T) + Dev(T), (2.144)"

onde Sph (T') é a chamada parcela esférica definida por

Sph(T) = %(I :THI (2.145)

e Dev(T') ¢é achamada parcela antiesférica dada por

Dev(T):T—Sph(T):T—é(I:T)I. (2.146)

15.1 Autovalores e Autovetores

Definigdo 2.46: Autovalores e autovetores

Dado um tensor de segunda ordem simétricoT’, escalares A € R e vetoresv € )3, para os quais
valha a seguinte relacao

Tv = v (2.147)
sdo chamados autovalores e autovetoresde T .
Observacéo 2.18
Autovalores e autovetores sao chamados também de valores e vetores proprios ou principais.

Observagéo 2.19
Como
Tcav) = a(Tv) = a(lv) = Acav>, (2.148)
se v satisfizer (2.147), entdo aw, Vo € R, também o faz. Portanto, do ponto de vista do operador
vetorial associado aT', estd-se procurando dire¢des dadas por v, para as quais o operador preserva a
direcdo.
Propriedade 2.43
De (2.147) obtém-se o seguinte sistema de equacgdes
(T-X)v=o0. (2.149)
Este sistema homogéneo tera solucdo diferente da trivial somente quando
det(T'— A1) =0, (2.150)

ou seja, quando a matriz do sistema (2.149) for singular.

Definigdo 2.47: Equacdo caracteristica

Em)3, (2.150) fornece a seguinte equagdo

NI+ L1, =0, (2.151)

2 Do inglés “spherical and deviatoric parts”.
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denominada equacgéo caracteristicade T, onde [;, i = 1,2, 3, sdo coeficientes dados por
I =Ty + 1y + T3,
Iy = TyTyy + TTis + TyTyy — Tis — Ty — T3 e (2.152)
Iy = Ty TyTys + 215 T3 Ty — Ty T35 — TooT5 — Ty -

Definigdo 2.48: Invariantes de um tensor
I;,i = 1,2,3, sdo denominados invariantes do tensor T', pois independem da base onde o tensor T

¢ representado.

Observagéo 2.20

Outras expressoes para os invariantes (2.152) sao
L=uT=1:T,
I :%[(trT)Q—trTQ]:%[(T:T)Q—(I:T)Q] e (2.153)
I3 =detT .

Propriedade 2.44

Os autovalores e autovetores de um tensor simétrico sdo reais.

Para se verificar isto, recorre-se ao absurdo, parte-se de (2.147) e admite-se que se tenha obtido
autovetores v complexos. Seja v o complexo conjugado. Multiplicando-se (2.147) porv , tem-se

v-Tv=X\v-v. (2.154)
Note-se, entretanto, que
v Tv=T:(v®uv). (2.155)
Como T ¢ simétrico vale
T:(v®v)=T:Sym(v®v) (2.156)
Com a ajuda de (2.155) e pode-se reescrever (2.154) como se segue
T:Sym(vuv)=\N-v. (2.157)
Fazendo-se
v=a+itb e v=a—1b, (2.158)
onde ¢ ¢ a unidade imaginaria, tem-se que o termo em (2.157)
Sym(v @v) =a®a+bxb (2.159)
¢ real. Além disso
v-v=a-a+b-b (2.160)

também ¢ real. Logo, todos os termos de (2.157) sdo reais e os autovalores, conseqiientemente,
também o s@o. Como os autovalores sdo reais, o sistema (2.149) ¢ real, e, conseqiientemente, 0s
autovetores também o sio.
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Observagdo 2.21: Férmula de Cardano

Com os também invariantes

1 1
Jy = 5112 -1, e J3= ﬁll —51112 + 1, (2.161)

podem-se encontrar as raizes de (2.151) por meio da seguinte formula de Cardano (1542) para e-
quagdes do terceiro grau

M cos 0
Xt = —11 + = \/3J2 cos(6 —120°) , (2.162)
A3 cos (60 +120%)
onde
0= —arccos[?)\/_ J3‘ ] (2.163)
2 I3
Observagéo 2.22
(2.162) fornece os autovalores de T' ja obedecendo a seguinte ordem
AN > >N (2.164)

Propriedade 2.45

Autovetores associados a autovalores distintos sdo ortogonais entre si.

A verificagdo € simples: sejam A\, = )y dois autovalores distintos ¢ v; € v, 0s autovetores associ-
ados. Assim

Tv, = vy, e Tvy = vy .
Portanto, tem-se
vy Ty = Mvg-v; e v -Tvy = vy vy .

Como T ¢ simétrico

vy - Tvy = v -Tvy .
Portanto,

NV -V = My - vy,
ou seja,

(M —X)v v, =0.

Logo, se \; = )y, entdo v; - v, = 0, 0useja, v; € vy sdo ortogonais entre si.

15.2 Decomposicao espectral de um tensor simétrico

Propriedade 2.46: Base propria

E sempre possivel encontrar uma base ortonormal formada por autovetores deT' . Uma base assim é
denominada base propria ou principal e sera aqui designada por {é;,€é,,€é; } . Quando os trés auto-
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valores \;, 7 = 1,2,3, sdo distintos entre si a verificacdo ¢ imediata, pois decorre da Propriedade

2.45.

Definicao 2.49: Decomposicdo espectral de um tensor simétrico

A seguinte expressao ¢ denominada decomposicao espectral do tensor simétrico T
3
T=>X\N€&®é). (2.165)
i=1

Propriedades 2.47

a) E facil verificar que

3 3 3
Te; =) N(e@é)e; =) AN(é-¢€)é = N6é = \;é;)
i=1 i=1 i=1
onde os parénteses indicam que a conven¢ao da somatoria foi suspensa para aquele indice.
b) Lembrando-se de (2.147), de (2.165) pode-se concluir que

¢) Quando apenas um autovalor é distinto, ou seja, quando por exemplo) > A = A3,
(2.166) fornece

E facil verificar que se (2.167) ¢ valida entdo
Tél = Alél (§ Tv = A3'U7 Yo L él . (2168)

Logo uma base ortonormal formada por €; e por dois vetores quaisquer ortogonais entre si
e ortogonais a €; € uma base propria. Neste caso, a base propria ndo € unica.
d) Quando os trés autovalores sdo iguais, isto &, Ny = Ay = A3, (2.166) fornece

T =XI. (2.169)
E facil verificar que
Tv = v, V. (2.170)

Logo qualquer base ortonormal ¢ uma base propria.

Propriedade 2.48

Em uma base propria a matriz das componentes de T' ¢ diagonal. A verificacdo ¢ simples, como
pode ser vista a seguir

A

o 2 2 2 13
Ty = e -Te; = & - Ny = Njpoij) - (2.171)

15.3 Maximos e minimos da forma quadratica associada
Neste item 0 maximo ¢ o minimo da forma quadratica

gn> =n-Tn (2.172)
sdo examinados, onde n € um vetor unitario, isto €,

13 Os parénteses em (2.171) suspendem a convencio da somatoria.
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il =1. (2.173)

Na base propria de T', tem-se n = n,e;. Além disso, utilizando-se a decomposic¢do espectral de
T, nesta base a forma quadratica q(n> ¢ dada por

gy = NAP 4 Mis + A3 . (2.174)
Utilizando (2.173), ou seja, 7{ + n3 + 73 = 1, pode-se escrever

g =X+ (M —=X)i0 + (M —X)n5 =N+ (M —X)A5 + (N —X)A3 . (2.175)

Propriedades 2.49: Maximos e minimos de uma forma quadrética

Levando-se em conta (2.164), conclui-se que ming<n> = A3 e ocorre paran; = ny = 0, ou seja,
para n = e3. Da mesma forma, conclui-se que maxq(n> = )\; e ocorre paran, = nz = 0, ou
seja, para n = €.

Observagéo 2.23
Note-se também que a forma quadratica (2.174) é positiva definida somente se
N> 2>2M>0. (2.176)

Isto decorre imediatamente de (2.174).

Exemplo 2.13
Seja
1 01
[T;]=10 1 1].
1 10
Entao
L =2, J2—§ e 0=0,713724379.

Logo, de (2.162), tem-se
)\1:2, )\2:1 € )\3:—1
Para se determinar e, , utiliza-se as duas primeiras equacdes de (2.149), obtendo-se

NE] V3 V3

aTgeatgetye
Para se determinar é,, utiliza-se as duas ultimas equagdes de (2.149) (Por que?), obtendo-se
6 = Y2, N2,
2= a5 6.

Para se determinar é; utiliza-se o produto vetorial €; x é,, obtendo-se

Na base propria
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2 0 0
[}]]:0 1 0
00 —1

Exercicios 2.16

a) Seja o tensor simétrico T, cuja matriz é

123
[T;]=12 4 5|.
356

Determine os autovalores e autovetores deT' .
b) Sejao tensor T', cuja matriz é

0O 7 0
0 0 0

Determine os autovalores e autovetores de T'.

¢) Mostre que o tensor T* = Dev(T') tem os mesmos autovetores que I' e que os seus au-

tovalores sdo dados por

a 1
A :Ai—goq +X+A3).

16  Tensores de Terceira Ordem

(2.177)

O conceito de tensor pode ser generalizado. Neste item, introduz-se o conceito de tensor de terceira

ordem.

Definigédo 2.50: Tensor de terceira ordem

Chama-se tensor de terceira ordem ao operador linear A : }; — 73, que a cada vetor « € )} asso-

cia um e somente um tensor A (x> € 73, grafado Ax, de modo que
a) A(z+y)=A@ +A(y), Vz,yel;

b) Acaz> =aA, VaeR Vze)l.

Definigdo 2.51: Produto tensorial entre um tensor de segunda ordem e um vetor

O produto tensorial entre um tensor de segunda ordem A ¢ um vetor a, grafado por A = A ® a,

resulta em um tensor de terceira ordem A tal que
(ARa)r=ca:x>A, Ve

Definigdo 2.52: Produto tensorial entre um vetor e um tensor de segunda ordem

(2.178)

O produto tensorial entre um vetor b e um tensor de segunda ordem B, grafado por B= B ® b,

que resulta em um tensor de terceira ordem B tal que
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(b@B)X =(B:X)B, VYXecT,. (2.179)

Observacéo 2.24

Tendo em vista (2.179), pode—se alternativamente definir um tensor de terceira ordem como um
operador linear que associa a um vetor & € )4 um e somente um tensor de segunda ordem A (x> .

Note-se que, em geral,

aRA=ARa. (2.180)
Propriedades 2.50
a) Um tensor de terceira ordem pode ser expresso por
onde A, sdo as componentes de A na base {e;, e, e;}, as quais podem ser obtidas por
meio de
b) Ascomponentesde A =a ® A,onde a € V, e A € 73, nabase {e}, ey, e; } sdo
Ay = a;Ay, - (2.183)
¢) Ascomponentesde A = A®a,onde a € ), e A € T3, nabase {e}, e, e;} sdo
Ay = Ajay, (2.184)

Definigdo 2.53: Transposic¢ao de tensor de terceira ordem

O transposto de um tensor de terceira ordem ¢ definido por

X: Az =2z ATX, VzcW VX cT. (2.185)
Propriedades 2.51
a) A partir de (2.185) e (2.182) pode-se concluir que

?k = Ay . (2.186)

b) Se A=a® A,onde a €1V, e A€ T;,entdo
AT =A®a. (2.187)

c) Se A =AR®a,ondeac))eAcT;, entio
Al =a® A. (2.188)

Exemplo 2.14: Tensores

Seja o tensor de segunda ordem expresso por T = t; ® e; em uma base ortonormal {e;,e;,e5}. Se
T ¢ dado por

T = FS, (2.189)

onde F' e S sdo tensores de segunda ordem, sendo F' = f, ® e; ¢ S simétrico, entdo
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t; = FSe, :(fj®e]—)Sei :(ej-Sei)j"j: il (2.190)

Portanto, existem trés tensores de terceira ordem, dados por

B =Sym(e; ®e;)® f;, (2.191)
tais que
t, = B!'S. (2.192)
Suponha-se agora que S seja dado por
S =F'T, (2.193)
entdo, tem-se que
S =Bt . (2.194)

17  Tensores de Quarta Ordem

Neste texto necessita-se da nogdo de tensor de quarta ordem. Para isso definem-se abaixo operado-
res tensoriais.
Definigdo 2.54: Operador tensorial

Chama-se operador tensorial em 73 a toda aplicagdo 20 : 73 — 75, que a cada tensor X € 75
associa um e s6 um tensor (X ) € 73, de modo que
a) D(X+Y)=D(X)+D(Y), VXY €Z73;

b) D(aX)=aD(X), YacR VXc7;.

Propriedades 2.52

a) Um operador tensorial ) fica inteiramente caracterizado em uma base Ej;, i,7 = 1,2,3,

pelo conhecimento dos tensores D(Eij). Para se verificar isto, seja X = X;;E;. Utili-

zando as propriedades dos operadores tensoriais, tem-se

Dx>=D(X,E;)= X,;D(E;). (2.195)
b) Denotando-se as componentes do tensor 2 (Ej;) na base E;, 4,7 = 1,2,3, por Dy, de
modo que
D(Ey) = Dy By (2.196)
tem-se
D(X)=D(XpEy) = Xyl (Ey) = Dy XnuEy; . (2.197)

c) Logo,se Y = D(X), entdo as componentes de Y na base E;; = e, ®e;,4,j = 1,2,3,
sdo dadas por
Yy = DyuXi (2.198)

D, sdo as componentes do operador 2 nabase E;;, 4,5 = 1,2,3.

j] ijs
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Definicéo 2.55: Tensor de quarta ordem

Tensores de quarta ordem sdo entendidos neste texto como operadores tensoriais. Um tensor 22
representa um operador tensorial em 75, grafado por (X ) = DX .

Definigédo 2.56: Produto tensorial entre tensores de segunda ordem

O produto tensorial de dois tensores A, B € 73, indicado por ® , gera um tensor de quarta ordem,
denotado por 2 = A ® B, que representa um operador tensorial 2 de tal modo que, se

D(X)=(B:X)A, VX ¢eZ7;, (2.199)
entao

DX =(A®B)X=(B:X)A=D(X). (2.200)

Propriedades 2.53

O produto tensorial de dois tensores possui as seguintes propriedades de bilinearidade, que podem
ser verificadas facilmente através da defini¢do acima:
a) (A+B)®C=A®C+B®C,VA,B,C € 73;

b) A®R(B+C)=A®B+A®C,VA,B,C € 73;
©) (tA)®B=A®(aB)=a(A®B),Vac R YA,B¢c 7;.

Por causa destas propriedades a nomenclatura de produto fica justificada.

Propriedade 2.54

O produto tensorial de dois tensores fica inteiramente caracterizado em uma base ortonormal
{e;,ey,e3} pelo conhecimento dos produtos tensoriais dos vetores da base, ou seja, dos tensores

Eijkl = E7] ® Ekl = (ei ® ej) ® (ek ® el) ) iajka = 17273 . (2201)
Esta propriedade ¢ verificada rapidamente abaixo
A® B = (A;E;)® (BuEy) = A4;By (E; ® Ey ) = AjBuE;y . (2.202)

Defini¢éo 2.57: Espaco tensorial de quarta ordem

O conjunto de todos os tensores de quarta ordem ¢ aqui designado por 73 e denominado espago

tensorial de quarta ordem. Ele ¢ um espago vetorial de dimensdo 3! = 81, como se pode concluir
a partir de (2.202)", sendo que as grandezas E;; formam uma base deste espago.
Definigdo 2.58: Transposi¢do de um tensor de quarta ordem
O tensor D7 ¢ dito o tensor transposto de 2 se
X:DpYy =DT'X:Y, VYXY. (2.203)

Exercicio 2.17

Mostre que:

'* Generalizando-se, um espaco tensorial 7,)" é um espago vetorial de dimensdo n"" .
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(A B =B®A. (2.204)

Definicao 2.59: Tensores de quarta ordem simétricos
O tensor D é SImétrico se

Dt =D. (2.205)

Propriedade 2.55
O tensor D, cujas componentes em uma base ortonormal { e, ey, e3 } sdo D, , € dado por

Dyjy; sdo as componentes do tensor 2 na base {e;,ey,e3}.

Propriedades 2.56
a) As componentes de um tensor 2 na base { e, ey, e3} sdo dadas por
b) Veja que as componentes de ) = A ® B em uma base ortonormal sdo dadas por
Dy = A;By . (2.208)
Definicéo 2.60: Tensor nulo
O tensor @ tal que
00X =0, VX e7;, (2.209)

¢ denominado tensor nulo.

Definigdo 2.61: Tensor identidade
O tensor 7 tal que
IX=X, VXe73, (2.210)

¢ denominado tensor identidade.

Definigédo 2.62: Dois novos produtos tensoriais

Podem-se definir mais dois produtos tensoriais entre dois tensores de segunda ordem. Estes produ-
tos tensoriais podem ser uteis em diversos contextos. Os tensores dados pelos produtos
C =A®B e D= A® B sio tais que, por definigéo,
CX=(A®B)X =A"XB e
_ (2.211)
DX =(A®B)X = ATX"B,

respectivamente.

Propriedades 2.57

As componentes de C = A® B ¢ D = A® B em uma base ortonormal sdo respectivamente
dadas por
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Cimw = AuBy e Dy = ABy; .

]

Observacao 2.25: Tensor identidade

Note-se que

I=IxI.

Logo, as componentes de 7 em uma base ortonormal sdo

Exercicios 2.18

Mostre que:

L = by -

7

(A B =AT@B" ¢ (A®B) =

Exemplos 2.15

Podem-se definir os tensores simétricos

_1

I
579

tais que

(IoI+I®I) e IA:%U@I—I®I%

Sym(T) = IsT e Skew(T)=1,T.

Propriedades 2.58

a) Ig pode ser utilizado como identidade em S5, uma vez que

T=1IT, VTES,.

b) 714 pode ser utilizado como identidade em A3 , uma vez que

T=1I,T, YT cA.

¢) Ostensores de (2.216) tém as
Ibz = [S )

Skew (Sk

seguintes propriedades

[31 = [A € ISIA = 0 .
que, respectivamente, refletem os seguintes fatos:

Sym(Sym(T)) = Sym(T),

ew (T)) =Skew (T) e

Sym(Skew (T)) =0, VT € 7T;.
d) De (2.203) e (2.220) decorrem

Sym(S): T =S5 :Sym(T)
S:T =Sym(S):Sym(T)
Sym(S): Skew (T) =0,

Exemplo 2.16

Veja também que

’ VS7T€7—37
+ Skew (S) : Skew (T') ,
VS, T € 75 .
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Sph(X):(%Ic@I)X e Dev(X)=IpX, (2.223)

onde

Ip =1Ig — %I 1. (2.224)

Exemplo 2.17: Material elastico istropo linear

Sejam T e E tensores de segunda ordem simétricos de tensdo ¢ deformacdo, respectivamente.
Um material ¢ dito elastico linear se houver uma aplicagdo linear que associa a cada estado de de-
formagdo um tnico estado de tensdo. Logo existe um tensor de quarta ordem 2, denominado ten-
sor dos mddulos de rigidez elastica, tal que

T =DFE. (2.225)
Um material elastico linear € dito isdtropo se o tensor ) satisfizer a seguinte relacao de simetria
R" (D(RER"))R=DE, VYRETR;. (2.226)

Exercicios 2.19

a) Demonstre de forma analoga a (2.32) e (2.94) que a mudanca de base de tensores de quarta
ordem ¢ dada por

Di"kl = mimmjnmkomlponop . (2227)
b) Mostre que o tensor
D=XXI®I)+ uls, (2.228)

onde A\ e p sdo parametros do material, descreve um material elastico linear isotropo.

Propriedades 2.59
a) Se A e B sao simétricos, entdo apenas A @ B ¢ simétrico.
b) Se A ¢ésimétrico,entdio AR A, A® Ae AR A também sdo.

¢) Se A nio é simétrico, entdo apenas A ® A ¢ A ® A sdo simétricos.

d) Sejam T e E tensores de segunda ordem simétricos de tensdo e deformacgédo, respectiva-
mente. O tensor dos mddulos de rigidez elastica (2.225) obedece as seguintes relagoes de
simetria

D = IsD = DI . (2.229)

Observagéo 2.26

As simetrias (2.229) sdo conhecidas como simetrias menores de 2.
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Elementos de Calculo

Diferencial

1 Funcoes

As definigdes de funcdes de uma ou mais variaveis reais sdo apresentadas a seguir.

Definigdo 3.1: Fungdes de uma variavel real

Seja 2 = (a,b) C R um intervalo aberto de R . Uma funcdo de uma variavel real de nome [ as-
socia a cada elemento de = € {2 um unico elemento y de R. A notagdo utilizada ¢ f: 2 — R,
tal que se = € (2 entdo y = fcx>. {2 é denominado dominio da fungéo f .

Definigdo 3.2: Fungdes de n variaveis reais

Seja 2 C R™ um aberto de R” (ndo pode ser uma hiper-superficie). Uma funcdo de n variaveis
reais f associa a cada elemento de « € {2 um unico elemento y de R. A notacdo utilizada ¢é

f:92 — R,talquese ¢ € 2 entdo y = fcx>. 2 é denominado dominio da fungdo f.

Observacéao 3.1

Para se economizar simbolos adota-se ao longo do texto o mesmo simbolo para o nome da fungdo e
para a imagem, com a notacdo y = (x> .

2 Diferenciais e Derivadas

Neste item as defini¢cdes de diferenciais e derivadas s@o apresentadas de uma forma que facilite a
compreensdo dos elementos de Calculo Variacional no Capitulo 5.

Definicao 3.3: Diferencial de uma funcé@o de uma variavel

Seja = a variavel da fungdo f : 2 = (a,b) — R. Considere-se um acréscimo dzr € df2 C R desta
variavel de modo que x + dz € (2. Associado a este acréscimo esta o acréscimo da fun¢do f em
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x dado por f(x + dz)— fcx>. Diz-se que f é diferencidvel em z € {2 se existir o seguinte limi-
te

flzx+dx)— fco> —df (z,dr)
1m =
|dz]|—0 |dx|
onde df : {2 x df2 — R ¢ uma fungdo nas duas variaveis reais = e dz, sendo linear emdzx , isto é
df (z,oqdr; + aedry) = audf (x,dzy) + awdf (z,dxy), Vdx,,dzy € df2,Vay, a9 € R (3.2)

A fun¢do df é denominada diferencial de f emz. dx é denominada diferencial de z em z e ao

0, (3.1)

conjunto df2 C R, ao qual as diferenciais dx em z pertencem, tal que x + dx € (2, da-se o nome
de conjunto das diferenciais possiveis de x .
Definigéo 3.4: Derivada
A fungdo f’: 2 — R tal que

f'corde = df (z,dv), Vdx € df2, (3.3)
da-se o nome de derivadade f emz.

Observagéo 3.2

E facil verificar que

freo = df (1) = 9 (3.4)

Esta tiltima expressdo justifica a notagdo criada por Leibniz'” para a derivada de uma fungéo.

Exemplo 3.1
Seja, por exemplo, a funcdo
feo> =22,
O seu acréscimo em x ¢ dado por
f(z+de)— fcx = (z+de)* — 2% = 2zde + do? .
Logo o limite (3.1) existe se
df = 2xdz .
Finalmente, tem-se

flae =2x.

Definicao 3.5: Diferencial de funcbes de n variaveis reais

Seja x a variavel da fungdo f : 2 € R" — R. Considere-se um acréscimo dx € df2 C R" desta
variavel de modo quex + dx € §2. Associado a este acréscimo estd o acréscimo da fungdo f em
x dado por f (& + dx) — fcx> . Diz-se que f é diferencidvel em x € 2 se existir o seguinte limi-
te
I fle+dx)— fcx> —df (x,dx)
Jdz|—0 || 7

(3.5)

'3 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
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onde df : 2 x 0f2 — R é uma fungdo nas variaveis  edzx , sendo linear emdzx , isto é
df (x,qdx; + audxy ) = aydf (x,dx; ) + andf (x,dxy ), Yoy, a0 € R, Vdxy,dxy € d2.  (3.6)
A fungdo df é denominada diferencial de f em x.

Definigdo 3.6: Gradiente de uma fungéo
A funcgdo vetorial Vf : 2 — R" tal que

Vf-dx = df,Vder € R", (3.7
¢ denominada gradientede f.
Observacéo 3.3
Outra notagdo para o gradiente ¢
_of
Vf = 93 (3.9)

Exemplo 3.2
Seja, por exemplo, a fungdo
faor =z .
O seu acréscimo em x ¢ dado por
f(x+de)—fe) =(z+de) (x+de)— - x = 2x-dx + |de| .
Logo o limite (3.1) existe se
df =2x-dx .
Finalmente, tem-se

Vf=2x.

Defini¢do 3.7: Derivada direcional

Seja x a variavel da fungdo f : 2 € R" — R . Considere um escalar a € R ¢ uma direcdo
& € R" de modo que = + a€ € §2. Diz-se que [ ¢ diferenciavel em « € (2 na direcdo de £ se
existir o seguinte limite
Dfcxr[g] = lim LB =@
lal—0 lael
A fungdo Df cx>[£] é denominada derivada de f em x na direcdo de £ . Se esta derivada for
linear em &, tem-se que

(3.9)

df (x,dx) = Df cx>[dz]. (3.10)

Observagéo 3.4

Seja a fungdo de uma variavel real

pe = f(e+af), (3.11)
entdo (3.9) determina que
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Dfcxo[€] = ' (0). (3.12)

Esta ¢ a maneira mais pratica de se calcular a derivada direcional de uma funcdo de n variaveis
reais.

Exemplo 3.3
Seja, por exemplo, a funcao

faer =z x.
Assim

o =(x+al) (z+al)=xz-z+20x-&+a%€ €

Dfcx>[€] = ¢'(0) =2z -€ .

3 Extremos

Definigdo 3.8: Minimo de uma fungéo

Diz-se que uma fungdo f : {2 — R tem um minimo local em x, se existir uma vizinhanga de x
dada por /(xy) = {z | d(z,xy) < h}, naqual

fae> > f(xy), Vae M(x). (3.13)
Diz-se que este minimo ¢ global se
fae> > f(xy), Veel. (3.14)
Diz-se que o minimo ¢é estrito se
fax> > f(xy), Ve e Vix). (3.15)

Observacéo 3.5

Diz-se que um maximo ou minimo local de uma fungdo é um extremo da funcdo e o correspondente
x, ¢um extremante.

Observagéo 3.6

Se a fung¢do f : {2 — R tem um maximo local em x;, entdo a fungdo (—f) tem um minimo local
em x; . Portanto basta estudar-se o caso dos minimos.

3.1 Condicdes Necessarias para Extremos
Uma fungdo f : 2 — R tem um extremoem x, se
df (®y,dz) = 0, Vdx e R". (3.16)

Pontos x; onde (3.16) ocorre sdo chamados de pontos estacionarios. Correspondentemente, diz-se
que f ¢ estacionaria emx,. A condi¢do acima ¢ apenas necessaria pois (3.16) pode caracterizar

também um ponto de inflexdo (se n = 1) ou de sela (se n > 1). Além disso (3.16) ¢ uma condi¢do
necessaria apenas para fungdes lisas ou diferenciaveis.
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Observacéao 3.7

Se n = 1 a condicao (3.16) acima pode ser colocada da seguinte forma

F(z)=0. (3.17)

Observacéo 3.8
Se n > 1 a condi¢do (3.16) acima pode ser colocada da seguinte forma
Vf=o. (3.18)

3.2 Condicdes para minimos locais

Formulam-se a seguir algumas condi¢des necessarias e suficientes para minimos locais de fungoes.
Para isso necessita-se do conceito de segunda derivada de uma fungao.

Defini¢éo 3.9: Segunda derivada

A fungdo D?*f ca>[£€] abaixo é denominada segunda derivada de f em x

D*fcx>[€] = D(Df x> [€])[€]. (3.19)
Outra notagao ¢
d*f(x,dx) = D*f ce>[dx] . (3.20)
Observagéo 3.9
Se a seguinte fun¢do de uma variavel real for definida
pe = f(z+af), (3.21)
entdo (3.19) determina que
D*fcx>[€] = ¢"(0). (3.22)

Esta ¢ a maneira mais pratica de se calcular a segunda derivada de uma fun¢do de n variaveis reais.

Exemplo 3.4
Seja, por exemplo, a fungdo

faxr=z x.
Assim

o =(x+af) (z+af)=xz-z+20x-&+a’€-€

D*fc[€] = ¢"(0) =26 -€.

Defini¢éo 3.10: Matriz Hessiana

A matriz simétrica H = H (x> tal que
d’f(z,dx) = dr- Hdz ou D*fcx>[&]=¢& HE (3.23)

¢ denominada Hessiana de f .
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Exemplo 3.5

Seja, por exemplo, a fungdo do Exemplo 3.4 acima. A Hessiana ¢ dada por H = 2I ,onde I ¢ a
matriz identidade.
3.2.1 Condicéo necessaria para minimo local de uma funcéo
Uma fungdo f : 2 — R tem um minimo local em x, se
df (zy,dz) =0, Vdr cR" e d°f(xzy,der)>0, VYdrecR" (3.24)

A condicdo acima ¢ apenas necessaria, pois pode caracterizar também um ponto de inflexao (se
n =1)oudesela(se n > 1).

Observacéo 3.10
Quando n = 1 a condigdo (3.24) pode ser expressa como

flm)=0 e f'(z9)=0. (3.25)

3.2.2 Condicéo suficiente para minimo local de uma fungéo
Se
df (zg,dz) =0, VdxrcR" e d*f(xzy,dx)>0, Vdr=o0cR", (3.26)

entdo a fungdo f : 2 — R tem um minimo local em x; .

Observacéo 3.11
Quando n = 1 a condigao (3.26) pode ser expressa como

Fz)=0 e f"(z5)>0. (3.27)

4 Convexidade

As condigdes da secdo anterior exigem um grau de continuidade nem sempre disponivel. Uma con-
di¢@o mais abrangente para a existéncia de um minimo local ¢ a convexidade.
Definigdo 3.11: Convexidade de um dominio
{2 é convexo se
(1-0)x, + 0z, € 2, Va,x, € 2e¢bc[0,1]. (3.28)

Figura 3.1: Dominio convexo e dominio ndo convexo
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Defini¢éo 3.12: Convexidade de uma fungéo
Uma fungdo f : {2 — R ¢é dita convexase {2 for convexo e

f((1=0)x, +0x,) < (1—0)f(x,)+0f(x,), Ve, x, € 2e6c[0,1]. (3.29)
Se

f((1=0)x, +0x,) < (1—0)f(x,)+0f(x,), Vea,x, € 2e6c[0,1], (3.30)
ela ¢ dita estritamente convexa.

Observagéo 3.12

Fungdes convexas possuem pelo menos um minimo global. Quando {2 = R" e elas s@o estritamen-

te convexas este minimo ndo sé existe como € unico, conforme a Figura 3.2
4 '\

N

Lo L,

Figura 3.2: Fungéo convexa e estritamente convexa

4.1.1 Condicdo necesséaria e suficiente para a convexidade de uma funcéo

Uma fung@o diferenciavel f : {2 — R ¢ convexa se e somente se

f(wb)_f(wa)de(a"mwb_wa): \V/Il,'a,ilib €. (331)
Uma fung¢do diferenciavel f : 2 — R ¢ estritamente convexa se € somente se
f(wb)_f(wa)>df(ma7mb_ma)v vmavmb €. (332)
Exemplo 3.6
A funcdo quadratica

fcx> =az®* +br+¢, coma >0,

¢ estritamente convexa, pois

f(xb)_f(xa)_df(xmxb_xa):a(xb_xa)Q > 0.
Logo f tem um tinico minimo em R .
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5 Elementos de analise tensorial

5.1 Campos tensoriais

Definigdo 3.13: Referencial geométrico

Ao conjunto{ O, e, ey,es }, com O pertencente ao espago afim Euclidiano de dimensao 3, aqui in-
dicado por &;, e com {ej,ey,e3} sendo uma base ortonormal do espago vetorial Euclidiano de
dimensao 3, aqui indicado por )}, da-se o nome de referencial geométrico.

Defini¢éo 3.14: Sistema de coordenadas cartesianas

A posigdo de um ponto X € & pode ser descrita pelo vetor posi¢do dado por

z = 0X . (3.33)
Na base do referencial geométrico, x pode ser representado por
T = 1€ , (3.34)

onde as componentes z; sdo denominadas de coordenadas cartesianas de X . O referencial geomé-
trico estabelece, portanto, o que se chama um sistema de coordenadas cartesianas.

Definigdo 3.15: Campo escalar

Seja V' uma regido de & . Um campo escalar ¢ uma aplicagdow : V — R, isto é, @ associa a cada
ponto X de V um unico nimero real v .

Observagéo 3.13

Um campo escalar pode ser expresso por meio de

U= ue (3.35)
ou por

u=i(z). (3.36)

Exemplo 3.7

Seja V' a regido ocupada por um solido; a aplicagdo 0 = x> que associa a cada ponto material
sua temperatura § ¢ um campo escalar.
Definigdo 3.16: Campo vetorial
Seja V' uma regido de & . Um campo vetorial é uma aplicagdov : V' — )}, isto é, v associa a cada
ponto X de V' um unico vetorv.
Observacéo 3.14
Um campo vetorial pode ser expresso por meio de
V=0 (3.37)

ou, lembrando-se que na base {e;,es,e3} setemv = ve;,

v =0 (z;). (3.38)

J
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Exemplo 3.8
Seja V' a regido ocupada por um soélido; a aplica¢do u = w (x> que associa a cada particula seu
deslocamento u é um campo vetorial.

Defini¢éo 3.17: Campo tensorial

Seja V uma regido de & . Um campo tensorial é uma aplicagdo T : V — T, onde T3 é o conjunto
dos tensores de segunda ordem de dimensao 3, isto €, T associa a cada ponto X de V' um tnico
tensor de segunda ordemT" .
Observacéo 3.15
Um campo tensorial pode ser expresso por meio de

T =T (3.39)
ou, lembrando-se que na base {e;,ey,e3} setem T = Tje; @ e

]2

Ty = Ty (). (3.40)

Exemplo 3.9

Seja V' a regido ocupada por um s6lido; a aplicacdo E = Ew@ que associa a cada particula seu
tensor das deformagdes E é um campo tensorial.
Observagéo 3.16

E uma pratica comum, para simplificar a nota¢@o, confundir-se o nome de uma aplica¢do com o seu
valor como indicado abaixo

(=0 (3.41)

5.2  Operadores Diferenciais

Definigéo 3.18: Derivada parcial
A derivada de um campo tensorial de qualquer ordem em relagdo a coordenada cartesiana z; ¢ de-

nominada derivada parcial e ¢ indicada da seguinte forma

X))
afEi

= (o). (3.42)

Defini¢do 3.19: Gradiente de um campo escalar
Ao vetor

v=Vu (3.43)
déa-se o nome de gradiente do campo escalaru (x> .

Observacéo 3.17
O gradiente v de um campo escalar u (x> € também indicado como se segue
v =ue; . (3.44)

O gradiente de um campo escalar forma um campo vetorial.
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Defini¢éo 3.20: Gradiente de um campo vetorial
Ao tensor de segunda ordem
Vov=v,Re
déa-se o nome de gradiente do campo vetorial v (x> .
Observagéo 3.18
O gradiente de um campo vetorial v (x> pode também ser indicado por

V'U = Ume,; & ej .

O gradiente de um campo vetorial forma um campo tensorial de segunda ordem.

Definigéo 3.21: Divergente de um campo vetorial
Ao escalar
dive = tr(Vo)

da-se o nome de divergente do campo vetorial v (x> .

Observacéo 3.19
O divergente de um campo vetorial v x> pode ser indicado por
divo = v;; .

O divergente de um campo vetorial forma um campo escalar.

Exemplo 3.10
Note-se que

dive = tr1 = 3.

Defini¢éo 3.22: Divergente de um campo tensorial
Seja um tensor de segunda ordem T' expresso por
T=t®e,.
Ao vetor
divT = t;;
da-se o nome de divergente do campo tensorial T' ¢x>.
Observacéo 3.20
O divergente de um campo tensorial T'cx> pode ser indicado por
divT = T; je; .
O divergente de um campo tensorial forma um campo vetorial.
Observacéo 3.21

Note-se também que
. T
le T = Ej’ie]‘ .

E claro que

80

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)



divl = divT?, VT € S;. (3.54)

Definigéo 3.23: Laplaciano de um campo escalar
Seja um campo escalar u (x> . Ao escalar
Vi = div(Vu), (3.55)

déa-se o nome de Laplaciano de ucx>.

Observacéo 3.22

O Laplaciano de um campo escalar ¢ também um campo escalar e pode ser indicado por

Viu = uy; . (3.56)

Definigéo 3.24: Laplaciano de um campo vetorial
Seja um campo vetorial vcx>. Ao vetor
Vv = div(Vv), (3.57)

da-se o nome de Laplaciano de vcx>.

Observacéo 3.23

O Laplaciano de um campo vetorial v (x> é um campo vetorial que pode ser expresso por

2,
Vv = v,;vjje,; . (358)

Propriedades 3.1

e Sejam um campo tensorial T' e um campo vetorial ». Entdo

div(T"v) =T : Vo +divT - v. (3.59)

(3.59) ¢ muito importante na Mecanica dos Solidos Deformaveis. Para verifica-la, conside-
re-se que

div(T"v) = (T;v; )’j =T ;+T; 0 =T:Vo+divT-v. (3.60)

e Seja, agora, um campo tensorial simétrico T’ . Entdo, de acordo com as Propriedades 2.33 ¢
(3.99), tem-se

T:Vv=T:Sym(Vv) (3.61)

div(Tv) =T : Sym(Vov)+divT - v. (3.62)

5.3 Integrais de Volume

O Teorema do Divergente ¢ muito conhecido por seus casos particulares, a saber: integragdo por
partes em uma dimenséo, Teorema de Green no plano e Teorema de Gauss no espago. Ele é formu-
lado aqui sem demonstracdo, a qual pode ser encontrada em qualquer bom livro de Calculo ou Ana-
lise.
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5.3.1 Teorema do Divergente

Seja V' uma regido regular do espago afim euclidiano & , isto €, um subconjunto conexo de & limi-

tado por um numero finito de superficies lisas, e denomine-se a superficie externa desta regido
por S, conforme a Figura 3.3. Entdo, para um campo vetorial v x>, vale a seguinte identidade

fv divodV = fs'v -ndS | (3.63)

onde dV e dS sdo os elementos infinitesimais de volume ¢ area, respectivamente, n é o vetor uni-
tario normal a superficie S, orientado para fora.

Observacéo 3.24

Em notag¢do indicial, tem-se

fv v, dV = fS v ds . (3.64)

S

Figura 3.3: Teorema do divergente

5.3.2 Corolarios

Para um campo tensorial T (x>, tem-se

fs TndS = fV divTdV . (3.65)
Para se verificar isso, utiliza-se a notagao indicial e (3.64) como abaixo
J,nds = [ Tynds = [ 7,4V = [ divrav. (3.66)

Exemplo 3.11

Com a ajuda de (3.49), verifica-se que o volume da regido V' pode ser calculado por meio de

1, . 1
v —gfvdlvzz:dv _gfsm-mds. (3.67)

Propriedades 3.2

e E facil verificar que
fS(Tn)-'vdS - fVT : VUdV—l—delvT-'vdV. (3.68)

Para isso, utiliza-se (3.59) ¢ (3.63) como abaixo
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[ (xn)-vas = [ (T7v) nds =
= [ div(TTv)av = (3.69)
:fT:VvdV+f divT - vdV .
%4 Vv
E também facil verificar que

L(Tn)-vdszfvT:Syrn(Vv)dv+fV(divT-v)dv, (3.70)

para tensores T' simétricos. Para isso utiliza-se (3.61) e (3.63).
Seja T' um campo tensorial € ¥ um campo vetorial. Entdo

Joox(Tn)ds = [ (vxdivT +2dual(T (Vo) ))dv (3.71)

onde o dual de um tensor ¢ dado por (2.120). Para se verificar (3.71), introduz-se
T = t; ® e; no membro esquerdo, aplica-se o Teorema do Divergente e utiliza-se (2.123),

como se segue
vax(Tn)dS:fsvx[(ti@)ei)n]db’:
:L[(vxti)@)ei]ndS:
:fvdiv[(vxti)ééei]dV:
:fv(vxti)JdV: (3.72)

= fv[(vxti’i)‘i_('l)?i Xt7)]dS =

:fv(vxdiv(ti®ei)—(tixv’i))dV:

:fv('vxdivT+2dual(T(Vv)T>)dV.
Quando v = z,de (3.71) e Vx = I decorre

fswx(Tn)dS:fv(wxdivT—l—?r)dV, (3.73)

onde T = dual(T).
Seja T' um campo tensorial simétrico. Entao, de (3.73), tem-se

fsmx(Tn)dS :fvccxdldeV, (3.74)

uma vez que o vetor dual de tensores simétricos é nulo, isto ¢ 7 = o, conforme (2.124). A
reciproca também ¢é verdadeira, isto ¢, se (3.74) vale, entdo T’ ¢é simétrico.
De maneira semelhante, se

fsvx(Tn)dS:fvvxdideV, (3.75)

entdo decorre de (3.72) que T (Vv)! ¢ simétrico.
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Elementos de Equacoes
Diferenciais

1 Equacdes Diferenciais Ordinarias

1.1 Introducéao

Neste texto entra-se em contacto com algumas equacdes diferenciais ordinarias. Como estas equa-
¢Oes sdo importantes em varios campos da Mecénica dos Soélidos, em especial na Teoria da Viscoe-
lasticidade e na Dinamica, parece oportuna uma pequena introdugdo ao seu estudo.

Definigéo 4.1: Equacéo diferencial ordinaria

Uma equacdo diferencial ordindria (EDO) ¢ uma equagdo na qual a incognita ¢ uma funcio de uma
variavel e onde comparecem também as derivadas da funcdo incognita até ordemk . Diz-se entdo
que a equagdo ¢ de ordem £ .

Exemplos 4.1

a) EDO de primeira ordem (kK = 1)
%—l—xy%—ﬁz(); 4.1)

b) EDO de segunda ordem (£ = 2)
ay” + by +ey+d=0; 4.2)

¢) EDO de primeira ordem (k£ = 1)
W+ f(ut)=0; (4.3)

d) EDO de segunda ordem (k = 2)
i+ at+bu+c=0; 4.4)

e) EDO de primeira ordem (£ = 1)
uu' +u? =0. 4.5)

Definigdo 4.2: Equacéo diferencial ordinaria

Seja B um aberto de R**? e seja uma fungio F : & — R. A equagio
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9 7dx7dx27"'dxk

¢ uma equacao diferencial ordinaria (EDO) de ordem# .

F =0 (4.6)

Definigéo 4.3: Solugédo de uma EDO

Uma solugdo de uma EDO dada por (4.6) ¢ uma fungdo u : (a,b) — R tal que

¥ sdo continuas em(a,b);

a) wu,u’,..u
b) {x,u,u',u’,...uk} € B, Vx € (a,b);

c) F(a:,u,u',u’,...uk) =0.

Definigédo 4.4: EDO normal
Uma EDO ¢ dita normal se puder ser colocada na seguinte forma
uk :f(a:,u,u',u”,...uk’l). 4.7

Neste Capitulo apenas EDO’s normais serdo tratadas.

Definigdo 4.5: EDO linear

Uma EDO normal ¢ dita linear se tiver a seguinte forma

ub o coru T ey auf T g cmu=ban . (4.8)

Definigédo 4.6: EDO linear homogénea

Uma EDO linear dada por (4.8) ¢ dita homogénea sebcx> = 0.

Propriedades 4.1

Para uma EDO linear vale a superposi¢do dos efeitos, isto &, se u; (x> ¢ solugcdo de (4.8) com
bcx> = b (x> e uy (x> € solugdo de (4.8) com bcx> = by (x>, entdo u; (x> + uy (x> € solucdo de
(4.8) com bcz> = by x>+ by (x>

Observagéo 4.1

Pode-se generalizar as definicdes acima ao se admitir que no lugar de u seja um vetor u com n
componentes {u;,uy,...u, }. No lugar de F' tem-se uma funcdo vetorial F' de n componentes ¢

F ( z,u,u’,. . uf ) = (0 descreve um sistema de n equagdes diferenciais ordinarias de ordem £ .

Definigdo 4.7: Sistema de equagdes diferenciais ordinarias

Seja B um aberto de R x R” x --- x R" e sejauma fungdo F : B — R. A equagéo

k+1 vezes

F(zuu,.. v )=0 (4.9)
¢ um sistema de equacOes diferenciais ordinarias (SEDO) de ordem £ .

Defini¢éo 4.8: Solu¢édo de um SEDO

Uma solugdo de uma SEDO dado por (4.9) ¢ uma fungao vetorial u : (a,b) — R" tal que
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e wu,u/, u”,.. . u"sdo continuas em(a,b);
° {x,u,u’,...uk} € B, Vz € (ab);

. F(J;,u,u’,...uk) =0.

Definigdo 4.9: SEDO’s normais

Um SEDO ¢ dito normal se puder ser colocado na seguinte forma

ul = f(x,u,u’,...uk_l) .
Observagéo 4.2
Neste Capitulo apenas SEDO’s normais serao tratados.

Defini¢éo 4.10: SEDO’s lineares

Um SEDO normal ¢ dito linear se tiver a seguinte forma

v+ A e T+ A e 4+ A o = b,

onde A, cx>,i = 1,2...k, sdo matrizes quadradas de ordemn .

Definigdo 4.11: SEDO’s lineares homogéneas
Um SEDO linear dado por (4.11) ¢ dito homogéneo sebcz> = 0.

Propriedades 4.2: Superposicdo dos efeitos

(4.10)

(4.11)

Para um SEDO linear vale a superposicao dos efeitos, isto €, se u; (x> ¢ solugdo de (4.11) com
bcx> = b x> e uy x> ésolucdo de (4.11) com bcx> = by (x>, entdo u; (x> + uy (x> € solugdo

de (4.11) com bcx> = b x>+ by x>

Exemplo 4.2: sistema mecanico de duas massas

Considere-se o sistema mecanico da Figura 4.1, onde u; € o deslocamento da massa m; submetida

aforca f; e k; sdo os coeficientes de rigidez das molas.

Uy Uy
k:l — k’2 —

L AN ™y ANN m,
OO OO0

Figura 4.1: Sistema mecanico de duas massas
As equagdes do movimento das duas massas sdo
mliil :—k1u1+k2(u2—u1)+f1 €

Matiy = —ky (uy —up) + o

Definindo-se as seguintes matrizes
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M:m1 ’ —k1+k2 _le u = u e f:[ﬂ (4.13)
0 my|’ —ky ky | o bl '
as EDQ's (4.12) podem ser colocadas na seguinte forma matricial
Mu + Ku = f(t). (4.14)
Note-se que o SEDO (4.14) ¢ linear e normal pois
ih=—M1'Ku+ M1f(t). (4.15)

1.2  Equacoes Diferenciais de Primeira Ordem

Uma EDO de primeira ordem na forma normal pode ser escrita como se segue

u' = f(zu), (4.16)
enquanto que um SEDO de primeira ordem na forma normal se escreve
u = f(z,u). (4.17)

O estudo dos SEDO's de primeira ordem ¢ muito importante, pois toda EDO normal de ordem £
pode ser transformada num SEDO de primeira ordem de dimenséo & . Para se mostrar isto, conside-
re-se

uk = f(:c,u,u',...,uk’l) (4.18)
€ 0s vetores
u u,
u/ u//
U= . e f= : . (4.19)
ub1 f(:v,u,u’,...,ukil)

Logo (4.18) pode ser transformado em (4.17).

Exemplos 4.3
Considere-se a EDO

y///+(1+x)yly//+3y2 — 613 .

Fazendo
Yy y'
u=\y'| e f= y" )
y" —(1+z)y'y"— 3y +¢°

obtém-se o SEDO (4.17).

Propriedades 4.3

Pode-se generalizar esta transformacdo para sistemas de equagdes diferenciais de ordem superior a
um. Todo SEDO de ordem k£ e dimensdo n pode ser transformado num sistema de nk EDOQO's de
primeira ordem.
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Exemplo 4.4
Considere-se o SEDO dado por (4.14). Definindo-se as matrizes

(0] I U o
A= M-k ol = e b(t):[le(t)l. (4.20)
(4.15) pode ser reescrito da seguinte forma
w=Aw+b(t). (4.21)

Definigédo 4.12: Trajetorias

Seja uma EDO de primeira ordem na forma normal conforme (4.16) e sejam y (x> solucdes dela.
Os graficos destas solugdes no plano (z,y) sdo denominados trajetorias. A declividade das trajeto-
rias ¢ dada por f (x,y ), conforme a Figura 4.2.

y“

f(z,y)

Figura 4.2: Trajetorias

Defini¢do 4.13: EDO’s autbnomas

Considere uma EDO de primeira ordem onde a variavel independente ¢ o tempo? . Assim no lugar
de (4.16) tem-se

u= f(u,t). (4.22)
Uma EDO como (4.22) ¢ dita autbnoma se f ndo depender det, isto €, se

u= fcu. (4.23)
Um SEDO

u = f(u,t), (4.24)
por sua vez, ¢ dito autbnomo se f ndo depender det, isto &, se

= fcu . (4.25)
Propriedades 4.4

Um SEDO de dimensao n nao autéonomo pode ser transformado num SEDO de dimensdo n + 1
autdénomo ao se definir os vetores
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u Ju,t)
w=, e g(t) = . (4.26)
1
Assim escreve-se (4.24) da seguinte forma
w=gw . 4.27)

Definicéo 4.14: Orbitas

Seja u uma solugdo de (4.25). O espago vetorial R" destas solugdes ¢ chamado de espaco de fase
e os seus graficos de drbitas. Quando n = 2 o espago de fase ¢ denominado plano de fase.

Exemplo 4.5
Seja um oscilador simples regido pela seguinte EDO auténoma

ij+£u:O. (4.28)

m

O SEDO de primeira ordem associado ¢

i+ Au = o, (4.29)
onde

u 0 1
u=\.| e Azﬁo' (4.30)
m

As orbitas deste sistema, conforme a Figura 4.3, s@o elipses no plano de fase pois o movimento de
um oscilador simples € um movimento harménico simples (MHS).

A g

T\
N——

Figura 4.3: Orbitas de um movimento harménico simples

Defini¢éo 4.15: Problemas de Valor Inicial
Seja um SEDO de primeira ordem dado por
u'= f(z,u). (4.31)

Resolver um Problema de Valor Inicial (PVI) significa encontrar a solugdo wcz> de (4.31) que
satisfaca a condigdo inicial

u(xy) = ug . (4.32)
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Propriedades 4.5: Teorema de Existéncia e Unicidade

Apresenta-se sem demonstra¢ao o seguinte teorema de existéncia e unicidade. Seja um SEDO de
primeira ordem na forma normal

u'= f(zu), (4.33)
definido em 2 C R x R", onde n ¢é a dimensdo dew. Se f : {2 — R satisfizer as seguintes con-
digoes:

a) f,1=12...n,&continua emrelacdoa u;,i = 1,2...n, em {2 ¢
b) gfi ,i4,5 = 1,2...n,é continua em relagdo a u;, £k = 1,2...n, em {2,
Uj
entdo existe uma unica solucdo u (x> de (4.33) que satisfaz a condicao inicial

u(xy) = ug . (4.34)
Exemplo 4.6
Considere-se a EDO

2

y =3y (43)
Logo

3 2 ) 1

Fay =2y o Loy, (436)
2 oy
. . of , . « : s

Note-se que f ¢ continua mas B_y ¢ descontinua paray = 0. Logo ndo se pode garantir a existén-

cia e a unicidade de solugdo em PVI's que incluam no dominio {2 aretay = 0. A equagdo (4.35)
possui solugdes do tipo

y=0 e y:%(a;—cﬁ, (4.37)

onde se percebe a perda da unicidade.

1.3 Solucéo de EDO's Lineares de Primeira Ordem

1.3.1 Solugéo Analitica de EDQO's Lineares de Primeira Ordem

Solucéo geral de EDQO’s lineares de 12 ordem homogéneas

Seja uma EDO linear de primeira ordem dada por

d—u—l—a(x)u:b(x). (4.38)
dz

A EDO homogénea associada ¢

Z—Z—Fa(x)uzo, (4.39)

que pode ser colocada na seguinte forma

%du = —ax>dr . (4.40)
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Esta, por sua vez, integrada fornece

lnu:—fmx)dx. 4.41)
Assim, tem-se
w=edoi (4.42)
Logo a funcdo
ey = &S (4.43)
¢ solucao de (4.39), como também as fungoes
u, (x> = Cpcryr, C€R, (4.44)

0 530. (4.44) ¢ denominada solucdo geral da EDO homogénea (4.39).

Exemplos 4.7
Considere-se
v + senzu = 0.
Como a (x> = senz, entdo
w, = Ce™ %,

Considere-se

uw +au=0.
Entao

u, = Ce™ ™ .
Propriedade 4.6
Seja u,, uma solugdo particular qualquer de (4.38). Entdo

UCTd) = Uy (T + U, (T (4.45)
¢ necessariamente solugdo de (4.38), como ¢ facil verificar. (4.45) é denominada solucéo geral da

EDO (4.38).
Obtencéo de uma solugéo particular

Resta, agora, desenvolver um método para a determinagdo de uma solugdo particular de (4.38). Su-
pondo-se inicialmente que u,, tenha a seguinte forma

Uy (T = pLCTH>PCT, (4.46)
onde p x> € uma fungdo continua, por diferenciagdo tem-se
u, ' (x> = pcrre'ca + plcrpcr . (4.47)
Introduzindo-a em (4.38), tem-se
WO 4+ p'cad> e +a pucx> e = b, (4.48)
ou
pe (' +acrr o]+ p'crpcr = b . (4.49)
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Como ¢ x> ¢é solugdo de (4.39), o termo entre colchetes em (4.49) é nulo e

p'cx = DD gye (4.50)
1€ D)
Integrando-se (4.50), resulta
WCxry = fb(x)efa(mdxdx. 4.51)
Portanto, a solugdo particular ¢ dada por
u, = f beared U] e (4.52)
e a solugdo geral por
= [ Il bewrel g C’}e_f e (4.53)
Exemplos 4.8
Considere-se a EDO linear a coeficiente constante abaixo
u'tau =">. (4.54)
A solucao geral é
u<:(;>:[fb(:(;>e“”dx+0 e (4.55)
Metodo da variacdo dos parametros
Considere-se a EDO linear a coeficiente constante (4.54) com
bcxy) = e (p, cx>cos Bz + q, cx>senfx) (4.56)

onde p, (x> e ¢, (x> sdo polinomios de grau r es, respectivamente. Uma forma pratica de se en-

contrar a solugédo particular para EDO's dadas por (4.54) com (4.56) é o chamado método da varia-
¢ao dos parametros que consiste em adotar uma solugao particular da forma

u, = z"e* (P, (x>cos B + ¢, (x>senfxr) , (4.57)
onde
0, sea=—-a e
m= 1, sea=—a. (4.58)

Além disso p, (x> e ¢, (x> sdo polinomios de grau
n = max(r,s), (4.59)
cujos coeficientes sdo determinados pela substituicdo de (4.57) em (4.54) .
Exemplos 4.9
a) Para exemplificar, considere-se a EDO
w4 u=2*+zr+1.
Assim,a = =m=0¢ p, x> =22>4+2+1.Logo, n =1le

U, =ar’ +br+c.
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Introduzindo-se na EDO, obtém-se
20z +b+az® +br+c=22"+z+1.
Logo a =2,2a+b=1eb+c=1. Assim a =2,b = —3 e c=4. A solugdo geral da
EDO ¢ entao
wcz> = Ce™ +22° — 30+ 4.
b) Considere-se a EDO linear com coeficientes constantes abaixo
uw —u=e" +e*cosm.

Pela superposicdo dos efeitos, pode-se encontrar a solugdo particular para bcx> = e* ¢

2% cosx. Assim, parabcz) = e, tem-

, = ze’ . Para bcz> = e ¥ cosz

somar com a solucdo particular parabcx> = e
seca=m=13=0ep.cx>=1.Logo n=0 ¢ u

tem-sea = —2, 8 =1, m = 0 e n = 0. Portanto,

u, = ae % cosx + be *"senz .

Introduzindo-se na EDO

2 2

—2ae "% cosxz — ae *"senz — 2be **senz + be 2* cosx = e ** coS 1 .

Logo b —2a =1 ea +2b = 0. Por conseguinte, a = —%eb = % A solucdo geral da

EDO é€ entdo

2 1
ucx) = Ce’ + xe" — 56_2’” cosx + ge_%senx .
Solucéo geral de PVI’s lineares de primeira ordem
Seja um PVI linear de primeira ordem dado por
W +acrH u=>bcz>, comu(zy)=1u. (4.60)

Uma das formas de resolvé-lo ¢ encontrar a solugdo geral da equacao diferencial e depois calcular a
constante C' impondo a condi¢do inicial.

Exemplo 4.10
Considere-se o seguinte PVI
v +22u =2 com u(0)= g
A solugdo da equagao homogénea associada é
u, = C’eff%dz: = Ce™

enquanto que a solugdo particular ¢ dada por

2 2xdx .2 2 21 2
up:exfmef dx:exfa;exdx:exﬁex:

N |

A solugdo geral é
1

2
(x> =Ce™™ +=.
uCx e —|—2
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Impondo-se a condicdo inicial, tem-se

1 3

O = C —_ = —

u(0) + 5= 3
e assimC = 1. Logo a solugdo do PVI é

ey = e —I—l.
2

Observacéo 4.3

Outra forma de se encontrar a solucdo geral de um PVI linear ¢ considerar a condigdo inicial desde

o comego da dedugdo da solugdo da EDO. Para isso impde-se que

up (mg) =uy e u,x>=0,

4.61)

pois a assim a condi¢do inicial estara automaticamente satisfeita. Desta forma, integrando-se (4.40)

chega-se em

— [T ate)de
Uy, (T = Uge f-”ﬂa .

Da mesma forma, no lugar de (4.51), tem-se

n
- (£)d¢

u(x)zjjb(n)eff’“a dn .
Ty

A solucdo geral do PVI (4.60) é entdo

n
4 (&)d¢
uCr) = fjb(n)efma dn + ug |e
o

Quando a for constante, de (4.64) resulta

uCr) = Ujb(n)ea("z“)dn + ug |e )
L0

Exemplo 4.11

Considere-se o seguinte PVI

v +2zu =2 com u(0) :g.

Com a ajuda de (4.64), tem-se

. n T
wers — U:nef“ 2£d£dn+g]ef0 26is

donde

—2? _ —a? l
e =e +2.

‘ ne’72d77 + 3
Ty 2

uCr> =

1.3.2 Solucédo Numérica de EDO's de Primeira Ordem

Seja uma EDO de primeira ordem dada por

u = f(z,u).

No caso de (4.66) ser linear, escreve-se aqui
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w = Acxou+ b, (4.67)

Para ambos os casos, supde-se uma condi¢ao inicial dada por
u(zy) = up - (4.68)
Para se obter solugdes numéricas dos PVI's acima, divide-se o intervalo (xo,:vf) onde se deseja a

solucao, em n—+1 segmentos de  comprimentoh,  marcando-se 0s  pon-
tos { g, 21, Z9,...,;, %1 1,... s } . Adotando-se a seguinte notagio

o(x;) = oy, (4.69)
tem-se
Tiy1 — & = h. (470)

O valor de h ¢ arbitrario, sendo escolhido conforme as necessidades de precisdo da solugdo apro-
ximada obtida. Quanto menor 5 mais precisa sera a solu¢do numérica obtida.
Investigam-se aqui solugdes numéricas, nas quais o valor u;,; € determinado a partir de u; . Sdo os

chamados métodos de passo tnico. Desta forma, a partir da condi¢do inicial (4.68), obtém-se em
cada passo um novo valor de u;, 7 = 1,2,... .

Para se gerar métodos numéricos, considere-se a integragao de (4.66) num intervalo (x;, ;. ) dada
por

Tit+1

Ui = U; + f f(z,u)de . 4.71)

z;
Como u ndo € conhecida, a integracdo de (4.71) ndo pode ser efetuada, ¢ claro. No entanto, pode-se
tentar aproximar a integral de (4.71).
Método de Euler explicito

O método de Euler explicito corresponde a substituir a integral (4.71) por um retangulo de lados
h =z —x; e f(z;,u;), ouseja,

Ui = up + hf (@5,u;) . (4.72)
Quando a EDO ¢ linear e dada por (4.67), tem-se
uiy1 = u; + h(Au; +b;) . (4.73)

Método de Euler implicito
O método de Euler implicito corresponde a substituir a integral (4.71) por um retangulo de lados
h =1 — 2 e f(@iy1,u41), ouseja,

Uir1 = U + hf (Tig1,ui41) - (4.74)
(4.74) representa uma equagao nao-linear em u;,; que tem de ser resolvida em cada passo. Quando
a EDO ¢ linear e dada por (4.67), tem-se

Uiy = + b (A + b)), (4.75)
donde

1

o =———(u; + hbyy). 4.76
Uit 1— hAZ'+1 (uz + z+1) ( )
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Método do ponto médio

O Método do Ponto Médio corresponde a substituir a integral (4.71) por um retangulo de lados
h =z —1; ef($i+1/27uz‘+1/2), onde

1 1
Tip1/2 = 5(% +Ti1) e Uiy = 5(%‘ + Uiy1) (4.77)
ou sgja,
U1 = U + hf (Tip1 25 Uig1 )2 ) - (4.78)

(4.78) representa uma equagao nao-linear em u;,; que tem de ser resolvida em cada passo. Quando
a EDO ¢ linear e dada por (4.67), tem-se

Uiy = U + h<Ai+1/2ui+1/2 +bit1/2 )a (4.79)
donde
1 h
Ujyy = h—[(l + §AZ‘+1/2 )Ui + hbigq |- (4.80)
1- §A¢+1/2
Observacéo 4.4

As vezes 0 Método do Ponto Médio é chamado de Método do Trapézio.

Exercicios 4.1

a) Resolva o PVI do Exemplo 4.10 ¢ do Exemplo 4.11 pelo Método de Euler explicito com
h = 0,001 e h = 0,1. Compare com a solugdo analitica.

b) Resolva o PVI do Exemplo 4.10 ¢ do Exemplo 4.11 pelo Método de Euler implicito com
h = 0,001 e h = 0,1. Compare com a solugdo analitica.

c¢) Resolva o PVI do Exemplo 4.10 e do Exemplo 4.11 pelo Método do Ponto Médio com
h = 0,001 e h = 0,1. Compare com a solugdo analitica.

1.4 Solucéo de SEDO's Lineares de Primeira Ordem

1.4.1 Solucéo Analitica de SEDO's Lineares de Primeira Ordem

Método de Frobenius®®

Seja uma EDO linear de primeira ordem dada por

uw = Acrou+ba. (4.81)
Considere-se a condicao inicial
u(xy) = ug - (4.82)
De acordo com (4.64), a solugao de (4.81) com (4.82) ¢
“A6)d s [T—A6)d
u(m):efl0 e f ef’U ¢ 5b(77)d77+u0 . (4.83)
Zo

Seja um SEDO linear de primeira ordem dado por

'8 Georg Frobenius (1849-1917)
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u =A@ u+ba. (4.84)
Seja, também, a seguinte condicdo inicial

Uma forma de se resolver o PVI acima ¢ generalizar para forma matricial a expressao (4.83), ou
seja,

uUCr) = ef”:’A(g)dE fqefﬁ’ _A(Odfb(ﬁ)dn +uy . (4.86)
%
Este método é denominado Método de Frobenius. Quando a matriz A ¢é constante, de (4.86) resulta
ucr) = eAlTm) jj;e’A("’xO)b("r))d"r) + uo} . (4.87)
Para a compreensao de (4.86) e (4.87), e 1erl1;[i3rando que

e’ :1+y+%y2+%y3—l—%y4+---, (4.88)

€ necessario introduzir a seguinte defini¢do de exponenciacdo de uma matriz
e¥ :I+Y+%Y2+%Y3+%Y4+m (4.89)

Exemplo 4.12: Integrais de Duhamel

Considere-se a vibragao for¢ada de um oscilador simples, cuja equagcdo do movimento ¢ dada por

mi + ku = f (1) (4.90)
ou
U+£u:if(t). (4.91)
m m
Pode-se transformar (4.91) no SEDO abaixo
u=Au+b(1), (4.92)
onde
” 0 1 0
u=1_.|, A= e b(t) = . (4.93)
i S i)
m m
De (4.87) resulta
t
u(t) = eA“f—tw[ft e A () diy + | (4.94)
0

De acordo com (4.89) tem-se

A=t _ I+A(t—t0)+%A2(t_t0)2 +
1 1 (4.95)
A=)+ AN t)'

E facil verificar que

A% = (%) (=1)'T e A= (%) (-1)'A, i=12,... (4.96)
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Logo

2
QAlt=ty) _ 1_l(ﬁ)(t_t0)2 +i(ﬁ) (t—tg)t 4+ [T +
2\m 41\m

m (4.97)
+[(t—t0)——(—)(t—t0)3 +---]A.
3\m
Notando-se que
cosw(t—ty) = 1—%w2(t—t0)2 —|—%w4(t—t0)4 4+ e
1 : (4.98)
senw (t —ty) = w(t—to)—guﬁ(t—to)?’ 4
tem-se de (4.97)
eAlt=h) :cosw(t—tO)I+lsenw(t—t0)A, (4.99)
w
onde
w = ﬁ (4.100)
m
De forma analoga, tem-se
1
e A=) — cosw(n—to)I—Zsenw(n—tO)A. (4.101)
Introduzindo-se A de (4.93) em (4.99) e (4.101), tem-se
1
Aty _ cosw(t —ty) ;senw(t —t)
—wsenw (t —ty) cosw(t—1y)
(4.102)

1
Al—t) _ cosw(n —ty) —;senw(n—to) '

wsenw (n —1ty) cosw(n—ty)
Desta forma, de (4.94) vem

1 1
1 _— )=
u(t) cosw(t—ty) —senw(t—1ty)|| wsenw(n to)mf(ﬁ) s Ug
. = w n+|.
u(t) —wsenw (t —ty) cosw(t—ty) ||7h COSW(ﬁ—to)if(n) o
m
Portanto

t 1
u(t) = Lﬂ[—cosw(t —tg)senw(n —ty) + senw (t — ty) cosw(n — to)]%f(n)dn +
+ ugcosw (t —ty) +ldosenw(t —1y)
w

w(t) = ft:[senw(t —ty)senw(n —ty) + cosw (t — ty) cosw(n — to)]%f(n)dn +
— wugsenw (t —ty) + tgcosw (t —ty) .

Simplificando-se as expressdes trigonométricas, tem-se
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1 pt 1.
u(t) = Eftof(n)senw(t—n)dn—kuo cosw(t—to)—l—;uosenw(t—to)

4.103
u(t):%ftjf(n)cosw(t—n)dn—wuosenw(t—to)+u0cosw(t—t0), ( :
que sdo conhecidas na Dindmica por integrais de Duhamel.
Método da variacdo dos parametros
Considere-se a seguinte EDO linear de ordem £ a coeficientes constantes
b ot g Fau = b (4.104)

No entanto, em vez de se proceder com um sistema de EDO’s na forma de (4.84), pode ser mais
conveniente generalizar o método da variacéo dos parametros. Para isso, considere-se a equagao

Mg N e A e, =0 (4.105)

A ela da-se 0o nome de equagao caracteristica. Sejam \j, \y,... A\, as p raizes distintas de (4.105),
cada uma com multiplicidadem;, i = 1,2...p, de modo quem; + my + ... +m, = k. A solugdo

geral da EDO homogénea associada com (4.104) é dada por

k
w, x> =Y Cyp; <>, (4.106)
i=1

onde C; sdo constantes e ,; (x> sdo funcdes determinadas de acordo com as raizes da equacdo
caracteristica conforme as seguintes regras:

a) se A for uma raiz real de multiplicidade m , entdo as m funcdes ¢; (x> associadas sdo
{e”, e, gl } : (4.107)

b) se A for uma raiz complexa de multiplicidade m , entdo as 2m fungdes ; (x> associadas
comaraiz A = u + w sao

{e’” cosvz, ze' cosv,...x™ el cosvr, e’ senvr, refsenv, . .. xm’le’”senyaf:} . (4.108)
Quando b¢z> for dado por
bcx> = e (p, x>cos fBx + g, Cxrsenfr) , (4.109)

onde p, (x> e ¢, (x> sdo polindmios de grau r es, respectivamente, a solugdo particular tem a

seguinte forma
u, = z"e™ (P, (x> cos Bz + ¢, (x>senfr), (4.110)

onde P, (x> € ¢, (x> sdo polindmios de grau
n = max(r,s), (4.111)

cujos coeficientes sdo determinados pela substituicdo de (4.110) em (4.104) . Em (4.110) m ¢ a
multiplicidade da raiz o + i3 da equacdo caracteristica. Se « + i3 ndo for raiz dela adota-

sem = 0.

Exemplo 4.13

Considere-se
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u” 4 3u’ = 3ze 3.
A equacdo caracteristica &
N 432=0,
cujas raizes sao 0 e -3, ambas com multiplicidadem = 1. Logo

w, =C; +Che™ e wu, =z (a+0bzx).

D
Por substituicdo, tem-se

e 2 [9bz”® 4 (9a —12b)x + 2b — 6a |+ 3e " [—3bz” + (2b — 3a)z + a] = 3ze ™" .

1 1 .
Logo a = -3 eb= —5 Assim a solugdo geral da EDO u” + 3u’ = 3ze™3" ¢

ucx) = C) —|—(C"2 _%x_%xQ)e—Sm )

Método da decomposi¢do modal

Quando A em (4.92) for constante e simétrica 0 método da decomposi¢do modal é muito conveni-
ente. Ele consiste em se fatorizar a matriz quadrada A, cuja dimensdo é n , da seguinte forma

A=VAVT (4.112)

onde A ¢ uma matriz diagonal com os autovalores \;, i = 1,2...n, de A, os quais sdo reais con-

forme a Propriedades 2.41 do Capitulo 2, e V = [vl Vg o,

¢ uma matriz ortogonal, cujas

colunas s3o os autovetores unitarios v; de A. Introduzindo-se (4.112) em (4.92), pré-

multiplicando-se por V! e considerando-se a sua ortogonalidade, obtém-se

w' =Aw+c, (4.113)
onde
w=Vu e c=V"b. (4.114)
O sistema (4.113) tem cada linha ¢ dada por
w, = Nw; + ¢ , (4.115)

que ¢ uma EDO de primeira ordem que pode ser resolvida independentemente das demais. Uma vez
obtidas as componentes de w, o vetor u ¢ obtido por meio de

u=Vw. (4.116)
Este método é muito utilizado na Dindmica Linear, pois apenas um pequeno numero de autovalores
e autovetores precisam ser determinados para se ter uma boa representagao do problema de valor
inicial.
1.4.2 Solucdo Numérica de SEDO's de Primeira Ordem

Seja um SEDO de primeira ordem dada por

u = f(z,u). (4.117)
No caso de (4.117) ser linear, escreve-se aqui
u =Awu+ba. (4.118)
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Para ambos os casos, supdem-se uma condicao inicial dada por
Para se obter solugdes numéricas dos PVI's acima, divide-se o intervalo (xo,a:f) onde se deseja a

solugdo, em n+1 segmentos de  comprimentoh, marcando-se 0SS  pon-
tos { g, 21, 29,..., 2;, % 11,... s } . Adotando-se a seguinte notagio

o (x;) = oy, (4.120)
tem-se

O valor de h ¢ arbitrario, sendo escolhido conforme as necessidades de precisdo da solugdo apro-
ximada obtida. Quanto menor A mais precisa sera a solu¢do numérica obtida.
Investigam-se aqui solu¢des numéricas, nas quais o valor u;,; ¢ determinado a partir deu; . S3o os

chamados métodos de passo unico. Desta forma, a partir da condicdo inicial (4.119), obtém-se em
cada passo um novo valor de u;, i = 1,2,... .

Para se gerar métodos numéricos, considere-se a integragdo de (4.117) num intervalo (z;,x; 1)
dada por

iy =u + [ Fnu)ds. (4.122)

Como wu nao ¢ conhecida, a integracao de (4.122) nao pode ser efetuada, ¢ claro. No entanto, pode-
se tentar aproximar a integral de (4.122).

Método de Euler explicito

O método de Euler explicito corresponde a substituir a integral (4.122) por

Ui = w; + hf (z,u;) . (4.123)
Quando a EDO ¢ linear ¢ dada por (4.118), tem-se
’UlH_l = Uu; + h(A1u7 =+ b7) . (4124)

Metodo de Euler implicito
O método de Euler implicito corresponde a substituir a integral (4.122) por
Ui = W + hf (T00,u01) - (4.125)

(4.125) representa uma equagdo nao-linear em u,;,; que tem de ser resolvida em cada passo. Quan-
do a EDO ¢ linear e dada por (4.118), tem-se

Ui = +h (A + b)), (4.126)
donde

Uiy = (I —hAiy) " (u; + hbiy) . (4.127)

Meétodo do ponto médio

O método do ponto médio corresponde a substituir a integral (4.122) por

Ui = U; + hf($i+1/27u7:+1/2)7 (4.128)
onde
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1 1
Tig1/2 = 5(% + i) € Uiy = 5(“1 + Uig1) - (4.129)

(4.128) representa uma equagdo nao-linear em wu,;,; que tem de ser resolvida em cada passo. Quan-
do a EDO ¢ linear e dada por (4.118), tem-se

Ui = w4+ h( Ay oti1e + i1 ) s (4.130)
donde

h - h
Ui = (I_§A~Hl/2) [(I+§Ai+1/2 u; +hbi+1/2]- (4.131)

2 Equacoes Diferenciais Parciais

2.1 Introducao

Neste texto entra-se em contacto com algumas equagdes diferenciais a derivadas parciais. Como
estas equacdes sdo importantes na Mecanica dos Sélidos Deforméveis, ¢ oportuna uma pequena
introdugdo ao seu estudo.

Defini¢do 4.16: Equacao diferencial parcial

Uma equacdo diferencial a derivadas parciais, ou simplesmente equacao diferencial parcial (EDP) ¢
uma equacdo na qual a incognita ¢ uma fungdo de varias variaveis e onde comparecem também as
derivadas da fung¢do incognita até ordem k. Diz-se entdo que a equacdo é de ordem¥k .

Exemplos 4.14

a) Equacdo da onda em uma dimensdo (£ = 2), com ¢ sendo a velocidade de propagagéo da
onda,
0*u 5 0%

G =0, (4.132)

b) Equacdo da onda em duas dimensoes (k£ = 2)

%—62[%4—%]:0. (4.133)
¢) Equacgdo da onda em n dimensodes (£ = 2)
T evtu=o. (4.134)
d) Equacdo de Laplace (k = 2)
Viu =0. (4.135)
e) Equacdo de Poisson (k = 2)
Viu=f. (4.1306)

f) Equagdo de Helmholtz (k£ = 2)
Viu—Au=0. (4.137)
g) Equacio bi-harménica (k = 4)
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Viu=0. (4.138)

h) Equacao da difusdo (£ = 2) em n dimensdes

% +kViu=0. (4.139)

i) Equagdo de Lagrange para placas isotropas homogéneas (£ = 4)
Viu+L =0, 4.140
vt (4.140)

Definigdo 4.17: Equacao diferencial parcial de segunda ordem

Pode-se agora tornar esta defini¢do mais precisa. Considerando, por simplicidade, EDP's de segun-
da ordem, seja 5 um aberto de R? ¢ seja uma fungdo F' : B — R . A equagdo

ou Ju ou 0*u  O*u o%u

YOm0z, Oy, 02 Om Oy 02

F T1,T9,. - = 0, (4141)

onde p =14 2n+n(n+1)/2, éuma equagdo diferencial parcial (EDP) de segunda ordem.

Definigdo 4.18: Solugdo de uma EDP de segunda ordem

Uma solugdo desta equagdo, no sentido classico, ¢ uma fungdo u : 2 C R" — R, onde {2 ¢ um
aberto de R", tal que

a) wu % e Ou
ou Ju ou 0*u  0*u 0%u

" 78$178‘T27 81’n781‘12781'181'27 al‘%

ou Ou ou 0*u  *u 9%u

sdo continuas em {2 ;

€ B Vx; € 2,

b) x,29,...7

c) F xl,xQ,...mn,u,a—ﬁ,axQ " Bm 02 Omin, O =0.
Observagéo 4.5
Uma solugdo de (4.132) ¢é
ucx> =sen(x —ct) . (4.142)
Ja a equagdo (4.137) tem como uma solugdo o par
A=n e wup) = mtnttm), (4.143)

A equagdo (4.137) é denominada um autoproblema, ¢ o par acima é um par formado por um auto-
valor e um autovetor do autoproblema.
Definigédo 4.19: EDP de segunda ordem quase-linear

Uma EDP de segunda ordem ¢ dita quase-linear se tiver a seguinte forma

v 0*u ou Ou ou
U T,y o U —0. 4.144
;;%(%@ ") pad, MR R et i v (4.144)

Definicdo 4.20: EDP de segunda ordem linear

Uma EDP de segunda ordem ¢ dita linear se tiver a seguinte forma
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LS 0*u - ou
aij (:El?an"'xn)aziaxj + ;a’i (:Elam??' )a[C + (4145)

=1 j=1
4+ a(xy,29,...2¢, ) u + b(x1,29,...2,) = 0.

Definigédo 4.21: EDP de segunda ordem linear e homogénea

Uma EDP linear dada por (4.145) ¢ dita homogénease b = 0. Logo uma EDP linear homogénea de
segunda ordem tem a seguinte forma

& 0%u ou
ZZ% Ty, To,.. )a 0, —i—Za (x1,Zs,... )81," + a(x,T9,...70,)u = 0. (4.146)

1=1 j=

Propriedade 4.7

Para uma EDP linear vale a superposicao dos efeitos, isto €, se u; € solugdo de (4.145) com b = §
e Uy ¢ solucdo de (4.145) com b = by, entdo u; + uy € solugdo de (4.145) comb = b + by.

Propriedade 4.8
Note-se que em (4.144) ou (4.145) pode-se sempre supor que

0 (4.147)

ji = i

ji:
De fato, se ndo houvesse a simetria poder-se-ia escrever, com a convengao da somatoria,
0*u 1 ( i ) 0*u L 1 ( ) 0*u
a; + a; —(a;; — aj .
% dz;0; Ox; o\t T ozx0x; 207 0x0x;

Como
v O

a segunda parcela se anula e
0%u 1 (a 4 ) 0%u
% 035 Oz; T\ a 00, ‘
Definicéo 4.22: Sistema de equacdes diferenciais ordinarias

Pode-se generalizar as defini¢des acima ao se substituir « por um vetor u (x> com n componen-
tes. No lugar de F' tem-se uma funcao vetorial ', também de n componentes, e

F(z,u,Vu,Vu) =0 (4.148)
descreve um sistema de n equacgdes diferenciais parciais de segunda ordem.
Exemplos 4.15
a) Equacdes de Lamé-Navier (kK = 2)
Viu+ A+ p)V(V-u)+b=o, (4.149)

ondeu = u(x>.
b) Equagdes de Lamé-Navier ou da onda em meios elasticos isotropos e homogéneos

pN?*u + (A +p)V(V-u)+b = pii, (4.150)
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ondeu = u(x,t).

2.2 Classificacdo de EDP’s quase-lineares de 22 ordem

Defini¢do 4.23: Forma caracteristica

Seja uma EDP quase-linear de segunda ordem, conforme (4.144). Define-se como forma caracteris-
tica no ponto x a forma quadratica () : R" — R dada por

Q(z€) = a6 = €T A@E . (4.151)

Em (4.151), A representa a matriz cujos elementos sdo a;; € § € o vetor cujos elementos sdo§; .

Definigdo 4.24: Classificacdo de uma EDP quase-linear de 22 ordem

Observe-se que A ¢ simétrica. Logo ela possui n autovalores reais. Pode-se, portanto, classificar
as EPD's quase-lineares de segunda ordem em um ponto x através dos sinais dos autovetores de A .
Assim, diz-se que uma EDP, em um pontox, é
a) eliptica, se todos autovalores de A forem ndo nulos ¢ de mesmo sinal;
b) hiperbdlica, se todos autovalores de A forem nao nulos ¢ ndo forem de mesmo sinal. Uma
EDP hiperbolica pode ser:
(i) hiperbdlico-€liptica, se um autovalor tiver um sinal e os demais autovalores tiverem o
sinal oposto;
(i1) ultra-hiperbdlica nos demais casos;
¢) parabdlica, se pelo menos um autovalor for nulo. Uma EDP parabdlica pode ser:
(i) parabdlico-€liptica, se os autovalores ndo nulos forem do mesmo sinal;
(ii) parabdlico-hiperbdlica, nos demais casos.

Exemplos 4.16

a) A equacgdo da onda em uma dimensao, dada por (4.132) ¢ hiperbolico-eliptica.
b) A equacdo da onda em uma dimensao, dada por (4.133) ¢ hiperbodlico-eliptica.
¢) A equacgdo da onda em uma dimensao, dada por (4.134) ¢ hiperbolico-eliptica.
d) A equagdo de Laplace, dada por (4.135), ¢ eliptica.

e) A equacio da difusdo, dada por (4.139), € parabolico-eliptica.

f) A equagdo

Ox? y?
¢ eliptica paraz > 0, parabdlica para x = 0 ¢ hiperbdlica paraz < 0.

—f=0. (4.152)

Definicdo 4.25: Caracteristicas de uma EDP

Seja @ x> a forma caracteristica de uma EDP quase-linear de segunda ordem. Seja S C {2 uma
superficie lisa de dimens@o n — 1. Indicando por n = 1 (x> o vetor normal a S em «, diz-se que
S € uma caracteristica da EDP em x se

Q(xzm)=0. (4.153)
Quandon = 2, a caracteristica da EDP é denominada curva caracteristica.
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Exemplo 4.17

A equacdo da onda em uma dimensdo, dada por (4.132), ¢ hiperbdlica. A forma caracteristica ¢
dada por (4.151),comz; =t, 25 = x ¢

1 0
A= 0 el (4.154)
A caracteristica pode ser determinada através de (4.153), ou seja,
(m)? = () = (m+em)(m—cmp)=0. (4.155)
Portanto
m=Ccnp e = —Chy . (4.156)
Logo as curvas caracteristicas sdo retas com normais (¢,1) e (—c¢,1), ou seja, retas com equacdes
z4+ct=0 e z—ct=0. (4.157)
Exemplo 4.18
A equacido de Laplace em duas dimensdes, dada por
%ng—ZZL:O, (4.158)
¢ eliptica. A forma caracteristica € dada por (4.151), comz; =z, 2y =y ¢
1 0
A= 0 1l (4.159)
A caracteristica pode ser determinada através de (4.153), sendo dada por
mw+n =0, (4.160)
que leva a
m=mn =0. (4.161)
Logo, ndo existem curvas caracteristicas. Esta ¢ uma propriedade geral das EDP’s elipticas.
Exemplos 4.19
A equacdo da difusdo em uma dimensao dada por
%—i—kg—:ézo. (4.162)
¢ parabolica. A forma caracteristica ¢ dada por (4.151), comz; =z, 2o =t €
E 0
A= 0 ol (4.163)
A caracteristica pode ser determinada através de (4.153), sendo dada por
kni =0, (4.164)
que levaa
m=0. (4.165)
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Logo, as curvas caracteristicas sdo retas com normal (0,1), ou seja, retas paralelas ao eixoz .

2.3 Equacdo de Euler

Definicéo 4.26: Equacéo de Euler
A EDP linear homogénea de segunda ordem abaixo é chamada de equacéo de Euler

d%u 9%u R
2 b =0. 4.166
a e + C@xay + 9 0 ( )

Propriedades 4.9

Ela é eliptica seab — ¢ > 0, parabdlica se ab — ¢> = 0 e hiperbdlicaseab — c* < 0.
Para se encontrar solugdes da equacdo de Euler (4.166) introduz-se a seguinte transformagdo linear
de variaveis

E=z+py e n=z+qy. (4.167)
Aplicando-se duas vezes a regra da cadeia, obtém-se

u 0% 0%u 0%u

=—5+2 +—,
oz®  0&? 9Edn  on?
0%u o2 0%u 0%u 5 021
+2p +q¢ — 4.168
a7~ Vog P oy T ap ¢ 1o
0*u 82 Fp+ )82u + 82u
azoy Yo TP T Vacon T o
Introduzindo-se (4.168) em (4.166), tem-se
(a+2cp+b )8 +2[a+c(p+q)+b Ou +(a+2c +b2)@—0 (4.169)
14 4 852 pTq Pq] (9&9 q q (9772 . .
Escolhendo p e ¢ de modo que sejam raizes da equagao
a+2ch+bA\2 =0, (4.170)
ou sgja,
_ J2 L 2
= c+ bc ab e p— c bc ab, @.171)
(4.169) fornece entdo
2
%(ab—cz);&;ﬂ —0. (4.172)
Portanto, desde que (4.166) ndo seja parabolica eb = 0, a transformagao (4.167) leva a
0*u
— = 4.173
€an (4.173)
A solucgdo geral de (4.173) é
=[(&)+gn), (4.174)

onde f e g sdo fung¢des continuas quaisquer de uma variavel, com primeira derivada continua. De
(4.174) e (4.167) vem
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u=f(z+py)+g(z+aqy). (4.175)
Quando (4.166) ¢ parabolica, define-se no lugar de (4.167) a seguinte transformagao
E=x+py e n=y. (4.176)
Aplicando-se duas vezes a regra da cadeia, obtém-se
Fu_ o
oz* 9%’
0*u 5 0% 0*u  O*u
o U oe " P acon "oy
0*u 0*u  0%u
dz0y b ol * oo~
Introduzindo-se (4.177) em (4.166), tem-se

0%u 0%u 0%u
8_§2+2(C+bp)@+(20+b)6_772_0' (4.178)

e (4.177)

(a+20p+bp2)

Escolhendo-se p de modo que

p= —%, (4.179)

ele sera a raiz dupla da equacio (4.170), pois ab — ¢ = 0 e os dois primeiros termos de (4.178) se
anulam. (4.178) fornece, entdo,

0%u
2c+b)— =0. 4.180
(2¢+b) o ( )
Portanto, a transformacao (4.176) leva a
0*u
— =0. 4.181
o (4.181)
A solugdo geral de (4.181) é
u=f(&)+ng(&), (4.182)

onde f e g sdo fungdes continuas quaisquer de uma variavel, com primeira derivada continua. De
(4.182) e (4.176) vem

u= f(x+py)+ng(z+py). (4.183)

Exemplos 4.20
a) Considere-se a equacao da onda em uma dimensao

82'&_ 28_2’11/_

— =0. 4.184
ot oz? ( )

Logoa = —k*,c=0eb=1.Assimp =k, ¢g=—k e
u(x,t)=f(x—kt)+ g(x+ kt) (4.185)

¢ a solugdo geral. A solugdo geral ¢ a superposi¢do de duas ondas de formato f eg, deslo-

cando-se com velocidades k£ e —Fk, respectivamente.
b) Considere-se a equagdo de Laplace
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2.4

P O B

—+t-5=0. 4.186

axQ ayQ ( )
Logoa=b=1ecc=0.Assimp=1,q=—i¢

u(z,y) = flz+1iy)+g(z—1y). (4.187)

A solucdo geral ¢ a superposicdo de duas fungdes de variavel complexa fcz> eg(z). O
fato de surgirem argumentos complexos ¢ uma propriedade geral das equagdes elipticas.
Considere-se a equagdo parabolica

d%u 0%u d%u

4 4 =0. 4.188
Logoazl,b:4ec:2.Assimp:—%e
1 1
w(y) = £z~ 5]+ 9(o - 3] (4.189)

¢ a solucao geral de (4.188).

Problemas de VValor no Contorno

Nos exemplos anteriores mostrou-se que ¢ relativamente facil se encontrar solucdes gerais de
EDP's. No entanto, na pratica, a solu¢do de uma EDP deve ser encontrada em um dominio {2 em
cuja fronteira I" condigdes de contorno devem ser satisfeitas. A determinagdo das fung¢des incogni-
tas das solugdes gerais ¢ feita de modo a satisfazer estas condigdes de contorno. Embora as solugdes
gerais sejam formalmente simples, satisfazer as condigdes de contorno ndo ¢ nada trivial. Ao con-
junto formado pela EDP, pelo dominio e pelas condigdes de contorno da-se o nome de Problema de
Valor no Contorno (PVC).

Exemplos 4.21

a)

b)

Seja {2 um aberto conexo de R? e seja I' a sua fronteira ou contorno. Ao problema de
encontrar a solucao de

2 2
8—1; 8_1; =0 em () e
dz® Oy (4.190)
u=u eml]l
da-se o nome de problema de Dirichlet. Pode-se demonstrar que o PVC (4.190) tem solu-
¢do unica desde que u seja continua na fronteira I .
Seja {2 um aberto conexo de R? e seja I' a sua fronteira ou contorno. Ao problema de
encontrar a solugao de

2 2
%—F%:O em {2 e

T y (4.191)
@—go em [’

on

da-se o nome de problema de Neumann. Pode-se demonstrar que o PVC (4.191) tem solu-
¢do0 Unica a menos de uma constante.

Seja £2 um aberto conexo de R* e seja I' =1, UT ,», a sua fronteira ou contorno. Ao

problema de encontrar a solugdo de
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*u  O%u

—+—==0 em{?

2 2 ,
0z” Oy (4.192)
u=u eml, e 9u _ em I’

- u 8n _SO (]

da-se o nome de problema misto. Pode-se demonstrar que o PVC (4.192) tem solugéo tni-
ca desde que u seja continua na fronteira I', equel, = .

d) Seja 2 = (a,b)x (0,00) um retangulo infinito de R? e seja I" a sua fronteira ou contor-
no formado pelas retas z = a, x = b et = 0. Considere o problema de encontrar a solu-

¢do de
0%u 0%u
W_CQW:O emQ,
u(a,t) =u,(t) e u(bt)=1(t), (4.193)

u(z,0)=uyczx> e wu(z,0)=1ycz.
Pode-se demonstrar que (4.193) tem solugdo unica. (4.193) é chamado de Problema de Va-
lor Inicial (PVI).
Observacéao 4.6

Uma generalizagdo do problema c) dos Exemplos 4.21 acima ¢ o problema estatico da Teoria Line-
ar da Elasticidade, enquanto que uma generalizacdo do problema d) dos Exemplos 4.21 € o proble-
ma dinamico da Teoria Linear da Elasticidade.

2.5 Meétodo das Diferencas Finitas

Nos exemplos a seguir mostra-se como um PVC pode ser resolvido de forma aproximada com a
ajuda do Método das Diferengas Finitas (MDF).

Exemplos 4.22

a) Considere-se o seguinte PVC

2
Z—Zﬂf«m:o em (a,b), comuca> = u(b)=0. (4.194)
X

Para se aplicar o MDF, divide-se o intervalo (a,b) em n + 1 segmentos de comprimen-
to b, marcando-se os pontos{z, = a,x,2s,...%,,z,.; = b}. Adotando-se a seguinte no-
tacdo

o (x;) = o, (4.195)

examinem-se as seguintes expansdes em séries de Taylor

1 1. .
Ui = u; +; hu' + 5, h2u” 4 6h3u{/'+ O(h4> e
(3

) . (4.196)
2 3 4
uH,l :ul—hu;+§h UZ/—Eh 'U,Z/”_f' O(h )
Por adi¢do vem
u;/:h%(u“ —2u, + ) + O(h2). (4.197)

(4.197) sugere substituir a EDO de (4.194) por
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b)

1

0’
Com as condig¢des de contorno de (4.194) tem-se um sistema de n equacdes lineares dado
por

Ui —2u U )+ f=0, i=12..n. (4.198)
+

Au = f, (4.199)
onde
2 -1 - 0 m fi
-1 2 0 Us £
A:h—2 : SRR u=|. e f= | (4.200)
0 0 -1 2 Up f,
Considere-se o seguinte PVI
ou 0*u
—+k——fa =0 ,0),
ot o /@ em (a,5) (4.201)

comu(a,t) =u(bt)=0eu(z,0)=0.

Utilizando-se (4.197) novamente, tem-se

w—kAu = f(1), (4.202)
onde
2 -1 - 0 u Si (1)
(-1 2 0 Uy k(1)
A:h—2 : SRR u=|. e ft)= . (4.203)
0o 0 -1 2 Un Jo (1)

(4.202) é um sistema de equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem e pode ser re-
solvido por meio dos métodos apresentados na Secdo 4. A condicdo inicial de (4.202) ¢
u(0) = o , conforme (4.201).
Considere-se o seguinte PVI
0%u 0%u
W—CQW—#@):O em (a,b), (4.204)
com u(a,t) =u(bt)=0eu(x,0)=1u(z,0)=0.

Utilizando-se (4.197) novamente, tem-se

w+ CAu = (1), (4.205)
onde
2 -1 - 0 w J¢)
(-1 2 0 Uy h(t)
A:h—2 S el I f=| . (4.206)
0 0 -1 2 Uy, f (B

(4.205) é um sistema de equacgdes diferenciais ordinarias de segunda ordem e pode ser re-
solvido por meio dos métodos apresentados na Secdo 1.4.2. A condicdo inicial de (4.205)
¢u(0) =u(0) = o, conforme (4.204).
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Elementos de Calculo

Variacional

Neste Capitulo os conceitos do Calculo Diferencial tradicional sdo generalizados para espagos veto-
riais de dimensao infinita, como aqueles formados por fungdes de uma ou mais variaveis reais. Co-
nhecido como Calculo Variacional, trata-se de uma parte da Matematica que geralmente nao ¢ a-
bordada em cursos de graduagdo de Engenharia.

1 Funcionais

Espagos vetoriais de fungdes, ou seja, espacos vetoriais de dimensao infinita serdo abordados nesta
secdo com um maior detalhe. Para isto introduz-se o conceito de espagcos normados.

Defini¢éo 5.1: Norma de um vetor

Seja V um espago vetorial. Diz-se que liell : V — R ¢ uma norma se:
a) llafll=1allfl,Va e ReVfeV ;

b) [fII>0,VfeV;
o) If+gl<Ifl+lgll,¥f,g €V (desigualdade triangular).

Exemplos 5.1

a) Para o espaco vetorial R" a expressao

vty = o P + vy P + -+ |v, [P (5.1
define uma familia de normas, a qual pertencem as seguintes normas

ol = |v| + || + -+ + v, | 5

vl Z\/v12+v22+---+v3 e (5.2)

lvllee = max |v;].
1<i<n
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b
b) 1IL,(a,b)é o espago vetorial das fungdes f : (a,b) — R, para as quais a integral f fPdx

existe e € finita. A norma natural de L, (a,b) €

1= [ . 53)

O espaco Ly (a,b) contém fungdes continuas em(a,b). Fungdes descontinuas em um nui-
mero finito de pontos também pertencem a 1L, (a,b). Funcdes ilimitadas em a, b ou em
um numero finito de pontos, mas com a integral (5.3) finita também pertencem a L, (a,b) .

Fungdes descontinuas em um niimero finito de pontos, mas com a integral (5.3) finita, se-
rdo chamadas aqui informalmente de fungdes “quase-sempre” continuas.
¢) G (a,b)é o espago vetorial das fun¢des limitadas e continuas até a derivada de ordem k&

em(a,b). Por limitada entende-se que a funcdo e suas derivadas até ordem &k tém sempre
valores finitos em seu campo de defini¢do. A norma natural de C;, (a,b) é
I/l = max (fca>+ fca>+-+ fFa). (5.4)
a<z<b

(5.4) faz sentido justamente porque as func¢oes de C, (a,b) sdo limitadas.

Definicéo 5.2: Espago Vetorial Normado

Diz-se que V' é um espaco vetorial normado se for dotado de uma defini¢do de norma de acordo
com a defini¢do acima.

Definigdo 5.3: Distancia

A distanciaentre f e g pertencentes a V' ¢ definida por

d(f,9)=15—4l. (5.5)

Observacéo 5.1

Em L, (a,b), com a norma dada por (5.3), entdo f e g sdo quase-sempre idénticas, isto é, sdo i-
dénticas com exce¢do de um numero finito de pontos. EmC; (a,b), se d(f,g) = 0 , com a norma

dada por (5.4), entdo f e g sdo idénticas.

Definigdo 5.4: Sequiéncia Convergente

Seja V um espago vetorial. Seja (v, ) = {vy,vy,... 04, V41,...} uma seqiiéncia de elementos (veto-
res) de V. Diz-se que (v;, ) ¢ uma Sequéncia convergente se existir v € V' tal que

lim v, = . (5.6)

k—o0

Definicéo 5.5: Sequéncia de Cauchy
Diz-se que (v, ) ¢ uma seqiéncia de Cauchy se dado € > 0 existir N tal que

n>Nem>N = d(v,,v,) <Ec. 5.7

Observagéo 5.2

E facil mostrar que toda seqiiéncia convergente € uma seqiiéncia de Cauchy.
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Defini¢éo 5.6: Completividade

Diz-se que um espago vetorial normado 1V ¢ completo se toda seqiiéncia de Cauchy feita com ele-
mentos de V' convergir para um elemento de V

Definicéo 5.7: Espagos de Banach

Um espaco vetorial normado completo é denominado espaco de Banach.

Exemplos 5.2

e Segja 0 espago vetorial dos numeros racionais dado por

Q= {x |lz=p/gpEleqc Z*} . Q néo é completo. Por exemplo, a seqiiéncia de-
k

finida por v, = 1+ 27 ndo converge para um elemento de Q e sim para a base natural
— ;!
i=1

dos logaritmos:e ~ 2,71828 ¢ Q. Ao se completar (Q obtém-se o conjunto dos niimeros

reaisR .

e Seja Cy(a,b) o conjunto das fungdes continuas e limitadas no intervalo(a,b). C,(a,b)
com a norma definida por (5.4) ndo é completo, pois existem seqiiéncias de func¢des conti-
nuas que convergem para fun¢des descontinuas em um niimero finito de pontos. A seguinte
série de Fourier, que ¢ uma seqiiéncia de fungdes continuas e limitadas, converge para a
funcdo da onda quadrada, que é quase-sempre continua

k
4 1
(1) = ——
fe (1) ; —5

A Figura 5.1 mostra a série de Fourier para k£ = 8.

1sen((2i — 1)2%15” .

0i5

Figura 5.1: Série de Fourier da onda quadrada

Observagéo 5.3

Em espacos de fungdes a nogdo de convergéncia depende da defini¢do da norma. Defini¢des muito
exigentes como (5.4) podem dificultar a aproximacao de fung¢des por outras, como sera visto no
Capitulo 13, a seguir.

Definicao 5.8: Normas Equivalentes

Para se comparar duas normas, introduz-se a seguinte defini¢do. Duas normas liell, € llell; sdo ditas
equivalentes se existirem constantes k, e k; tais que
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Il < K Afll e Il <k ISl YF- (5-8)

Observacéo 5.4

E possivel demonstrar que num espago vetorial de dimensao finita todas as normas sio equivalen-
tes. Isto significa que emR", por exemplo, todas as normas (5.1) sdo equivalentes. Portanto, em
R"™ os conceitos de convergéncia e completividade sdo equivalentes para estas normas. Ja em espa-
cos vetoriais de dimensdo infinita, como espagos de fun¢des, nem todas as normas sao equivalentes.
Os conceitos de distancia, convergéncia e completividade dependem da norma empregada. Pode-se
mostrar, por exemplo, que as normas

b b
||f||:f fldx e ||f||:f cce> fdr, c € Ly (a,b), ccaxd> >0, (5.9)
sdo equivalentes. Ja as normas
b b
1fl= [ Pde e Wfl= [ £+ () ]de (5.10)

ndo sdo equivalentes.

Defini¢éo 5.9: Produto Escalar

Por conveniéncia repete-se a seguinte definicdo do item 26 (Defini¢do 2.8: Produto escalar). Seja V
um espaco vetorial. Diz-se que (s) : VXV — R ¢ um produto escalar se:

a) (f,9)=A9,f),Vf,geV;

b) (af,g) =(f.ag)=a(f.g),Va e R, VfigeV ;
o (f+hg)=(f9)+(hg),V[.ghEV ;

d (ffH=0,VfeV,(f,f)=0=f=0.

Propriedades 5.1

Um espago normado ¢ facilmente obtido a partir de um espacgo vetorial dotado de produto escalar.
Basta introduzir a norma

171 =<f 0 (5.11)
Este fato ja foi verificado em (2.7), no Capitulo 2.

Definigdo 5.10: Espacos de Hilbert

Um espago vetorial de dimensdo infinita dotado de produto escalar, normado por meio de (5.11) e
completo para esta norma ¢ denominado espaco de Hilbert.

Observacéo 5.5

R"™ é um espaco dotado do produto escalar definido por

n
(v,w) = Z viw;
i=1

e ¢ completo para a norma (5.11). No entanto, como sua dimensao ¢ finita, ele ndo € um espago de
Hilbert.
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Defini¢éo 5.11: Espacos de Sobolev

Seja 'H,. (a,b) o espago de Hilbert das fungdes f : (a,b) — R de uma variavel real e dotado do
seguinte produto escalar

b
o)y = [ (fg+ 19 + 1"+ + f'g" )da. (5.12)
Os espagos H;, (a,b) sdo chamados espacos de Sobolev.

Observacéao 5.6

O espaco Hj. (a,b) contém fungdes continuas até a derivada de ordem £, assim como fung¢des con-
tinuas até a derivada de ordem k£ — 1 e com derivada de ordem % quase-sempre continua.

Propriedades 5.2

Os espacos de Sobolev de (5.12) tém evidentemente as seguintes propriedades
a) My CH, k=1

b)  Hy(a,b) = Ly (a,0).

Observagéo 5.7

Os espagos de Sobolev para fungdes de uma varidvel real podem ser generalizados para fungdes de
n variaveis reais. Seja {2 C R" uma regido regular aberta, isto ¢, limitada por um nimero finito de
superficies lisas. Define-se entdo o produto escalar por meio de

(f,9) = fg(fg + fi9i + finGin T T i Gy )dQ ) (5.13)
9* co>

- Ox; 0, ---Ox;

U

onde (o) iy, e a convengdo da somatoria sobre indices repetidos de 1 a n foi

utilizada. O espago de Hilbert para o produto escalar (5.13) e correspondente norma ¢ denominado
espaco de Sobolev de ordem 7, sendo grafado porH;, ({2).

Observacéo 5.8

A questao da continuidade das funcdes em espacos de Sobolev de ordem n ¢ objeto de um celebra-
do teorema de Sobolev. Demonstra-se que, se 2 ¢é um aberto de R" e £k > g—k m, entdo
H,, C C,,. Para n = 1, ou seja, em um intervalo (a,b) C R, tem-se que H; C C._;, kK > 1. Por-
tanto, para n = 1, tem-se que H, C C;. Japaran =2 e n = 3, tem-se H;, C C._o, k > 2. Isto

significa que, em R? ou R®,H, ¢ C,. Logo, em R? ou R®, H, contém fungdes continuas, mas
com primeira derivada descontinua. Portanto, teorias que utilizam H, em duas dimensodes (n = 2)
requerem um certo cuidado. Este € o caso da teoria de placas de Lagrange-Kirchhoff e de cascas de

Kirchhoff-Love.
Definigdo 5.12: Funcionais

Seja D C V, onde V ¢ um espago vetorial de fungdes. Chama-se funcional a aplicagdo F que
associa a cada elemento de f € D um Unico elemento y deR. A notagdo utilizadaé F' : D — R,

tal que, se f € D, entdoy = F(f). D ¢ denominado dominio do funcional F' .

117



Exemplos 5.3

a)

b)

d)

O funcional A4 : ¢ (a,b) — R dado por

b
A(f):fafdx (5.14)
fornece a area sob a curva da fungéo f.
O funcional S : C (a,b) — R dado por

S = J;b\/lJr(f')qu; (5.15)

fornece o comprimento do arco da curva da fungéo f entre a e b .
O funcional U;,; : 'H, (0,¢/) — R dado por

‘] 2
Ui :fO§EI(v”) d (5.16)

fornece a energia de deformacao de uma viga de comprimento ¢, mdédulo de elasticidade
E einércial . vcx>é o deslocamento transversal da viga. Note-se que F (x> e [ (x> po-
dem pertencer allLy (0,¢).

O funcional U : 'H, (0,¢) — R dado por

U:f(f

fornece a energia potencial de uma viga de comprimento ¢, modulo de elasticidade E e
inércia I sujeita ao carregamento transversal distribuido p(z> e sem carregamentos nas

%EI(U”)Q — pvldz, (5.17)

extremidades. v(z>¢é o deslocamento transversal da viga. Note-se que K <x>, (x> e
p x> podem pertencer a L, (0,¢).

Definigédo 5.13: Ordem de um Funcional

Chama-se ordem de um funcional a maior ordem de diferencia¢do da fun¢do que consta de sua de-

finicdo.

Exemplos 5.4
A ordem do funcional (5.14) ¢ 0, do funcional (5.15) ¢ 1 e dos funcionais (5.16) ¢ (5.17) ¢ 2.

Definigéo 5.14: Funcionais Lineares

Um funcional ¢ dito linear se ele for uma forma linear.

Definigdo 5.15: Funcionais Quadraticos

Um funcional ¢ dito quadrético se ele for uma forma quadratica.

Exemplos 5.5

O funcional (5.14) ¢ linear, o funcional (5.15) ndo ¢ linear nem quadratico, o funcional (5.16) ¢
quadratico e o funcional (5.17) é a soma de um funcional quadratico e um linear.

Observagéo 5.9

No Calculo Variacional trabalha-se ndo s6 com funcionais de fun¢des de uma variavel real, como os
dados por (5.14) a (5.17) mas também com funcionais de fungdes de n variaveis reais como, por
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exemplo, o funcional V : C, (£2) — R , onde 2 C R? é o dominio das fungdes de duas variaveis,
dado por

VZL“%@MQ (5.18)

V' mede o volume sob o grafico de fungdes continuas de duas variaveis reais no dominio 2.

Observacéo 5.10

No Calculo Variacional trabalha-se também com funcionais de varias fungdes como, por exemplo,
o funcional F' : Gy (§2) x G (§2) — R dado por

F= [ fee, (5.19)

onde f,g € (,(§2). Note-se que neste caso F' ¢ uma forma bilinear.

Observacéo 5.11

No Calculo Variacional trabalha-se com funcionais de fun¢des vetoriais de n variaveis reais como,
por exemplo, o funcional U, : Hy (V) x H, (V)x H, (V) — R, onde V C R?® é uma regido do
espago fisico tridimensional, dado por

1
Ui = | 5 Dot uridV - (5.20)

u = u;e; € o vetor deslocamento e U,,; (u> ¢ a energia de deformagdo de um solido na Teoria Li-
near da Elasticidade que ocupa a regido V' do espaco fisico tridimensional. U;,; é quadratico.

2 Variacgoes

Definigdo 5.16: Derivada de Fréchet

Seja F': D — R um funcional. Considere uma func¢do 6f € 6D C » de modo quef + 6f € D.
A fungdo 6f é denominada variacdo de f e 6D ¢é o espago das variacOes admissiveis. Associado
com esta variagdo esta o acréscimo do funcional F' em f dado por F(f +6f)— F(f). Diz-se
que F' ¢ diferenciavel segundo Fréchet em f € D se existir o seguinte limite

P )= F(f) =8P (f,8) _
18£1-0 1.1l
onde 6F : D x 6D — R éum funcional em f edf, sendo linear emdf , isto é
OF (f,onbfi + dfy) = andf (f,0/) + aodf (f,0/),
Vofi,0f € 6D, VYaj, a9 € R.
O funcional §F ¢ denominado variacdo ou derivada de Fréchet de F' em f.

0, (5.21)
(5.22)

Exemplo 5.6
Seja o funcional quadratico £ : H; (a,b) — R dado por

F:j;b

(f') +f+1]d.

Assim
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F(f+6f)—F(f)= fab[((f’jtéf’f +fof 1) = ((F) +f+1)]dw =

_ fab(Qf’éf'Jréf)dx
Logo

P65 = [ (2f'8f +6f ydo

Definigdo 5.17: Derivada de Gateaux

Seja F': D — R um funcional. Considere-se um escalar a e uma fung¢do n de modo que
f + an € D.Diz-se que F ¢ diferenciavel segundo Gateaux em f € D se existir o seguinte limi-
te

DF(f)[n] = lim LU T = Ff) (5.23)

lal—0 lael
O funcional DF(f)[n] é denominado variacdo ou derivada de Gateaux de F em f. Se
DF (f)[n] for linear em 7, tem-se que

OF(f,6f) = DF(f)[6f]. (5.24)

Observacéo 5.12
Seja a fungdo de uma variavel real
pw =F(f+an), (5.25)

entdo (5.23) determina que

DF (f)[n]=¢'(0). (5.26)

Esta ¢ a maneira mais pratica de se calcular a derivada de Gateaux de um funcional.

Exemplos 5.7
a) Seja o funcional quadratico F' : 'H; (a,b) — R dado por

F= f V4 f+1]d

Assim

g0(a):ﬁb[(f'+an’)2+f+an+1]dx
e

DFE(H)lnl = ¢'(0) = [ (2%’ +n)da
Logo

b
6F (£,6f) = [ (2f'8f +5f)de
b) Seja o funcional v : H; (a,b) — R dado por

v(f)zﬁb[1+(f’)3]dx.

Assim
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¢<a>:j;b(1+(f/+an’)3)da:,
gp’(a):fb(1+3(f/+a7)/)2n/>d:c e
Do(f)n)=¢'(0) = [3(f' n'da.
Logo
Su(f,8f) = f 3(f') sfldz .

¢) Seja o funcional da Teoria das Charneiras Plasticas v : H; (a,b) — R dado por
/'Y
v(f)= f 1+ [ 7 x .
Assim
b / 72
par= [+ | L2 o

b f + o (f+am)n' —(f +an')n
@' o> = f Ftan 7 T an? dx

Do) = ¢ 0 = [To[ 2 — () n]do

14|

9

Logo
s0(f60) = [ 2(f268 ~ £ (1) 6f ) da

2.1  Funcionais de primeira ordem

Considere-se o funcional de primeira ordem genérico abaixo

o(H)= [ 6(7" fa)ie. (527)
Assim
go(a):Lb¢(f/+an/,f+an,x)dx
e
Do)l =90 = | S + G da
Logo
_ (99 09 ¢
u(r.85) = [\ [550r+ Gt o,
Integrando-se a primeira parcela por partes, tem-se
so(f65) = [ [g—?—ig—?)éfd +[ ;béf]. (5.28)
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Observacéo 5.13
Em (5.28) introduziu-se a notacao usual do Célculo Integral

b = cor(b)—corca>. (5.29)

Exemplos 5.8
a) Seja o funcional v : H; (a,b) — R dado por

()= [(14 (1) )de
Assim

99
of

99

— 99 _ 1?2 d (99
0. gh=s(r 4

dv af’]IGf”f/

Sv(f,6f) = —j;be’Q"éfdx +[3(f') 5f]i.

b) Seja o funcional da Teoria das Charneiras Plasticas v : H; (a,b) — R dado por

_ /'Y
v(f)_f 4|7 e f=0.

Assim

8¢_ - 1\2 6(15 ia_¢ _ —2pl g op— 1\2
T2 St 4| Sh] =t ()
€

su(f,60)= [ 2 [(f'V ~ ff"|ofdw + (2772 f'6f],.

2.2 Funcionais de segunda ordem

Considere-se o funcional de segunda ordem genérico abaixo

Zj;b¢>(f”,f’,f,x)drc. (5.30)
Assim
gp(a):j;b¢(f”+a77”,f’+a77',f+a77,:1:)drc
e
_ ooy~ [M92 0o , 09
DU(f)[U]—‘P (0)_j;[8f//77 +8f N+ = f ]dl’
Logo

u(r.85) = [\ 5hos" + Shor + Grar i,

Integrando-se a primeira parcela e a segunda parcela por partes, tem-se

suir.85) = [~ 5o = | 55 Jor + et Jan + | Srmer )b [Sf‘sf]
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Integrando-se a primeira parcela por partes novamente, tem-se

5v(f,5f):fab[£%— d 96 8¢]6fd +[ ¢(5f] [[%—iaﬁ]éf[. (5.31)

dz2 of"  dx of  Of or" of'  dx of"

Exemplos 5.9

Seja o funcional quadratico da energia potencial de uma viga dado por

U = fj(%EI(U”)Q - pv)dx. (5.32)
Assim

b

6U (v,60) = [ b((EIv”)” - p)évdx +(ER"80')) — [(Efv”)’ 8v (5.33)

a

Exemplos 5.10

a) Considere-se, agora, o caso de funcionais de fungdes de n varidveis reais. Seja
F:D(2)— R,com {2 C R", um funcional genérico de primeira ordem dado por

F = j;qu(fi,f,m)dﬂ. (5.34)

Aplicando-se a formula da derivada de Gateaux, tem-se

¢ ¢
F(f,6f) = fn[aﬂ 8f: + féf]dﬂ (5.35)
Empregando-se o teorema do divergente no primeiro integrando, obtém-se
_[|_|9¢] | 99 }
F(f,éf)_fQ c’?fi],i 5 5fd(2+f [aﬂ] ndfdl (5.36)

onde I" é o contorno de {2 e n; sdo as componentes do vetor unitario n normal a/" . Em
notacao tensorial, tem-se

6F(f,6f):f0[—di ( 6% ] 8¢]<§f +f[ ] néfdl . (5.37)
b) Seja o seguinte funcional ' : D({2) — R, com {2 C ]R3,
Q%(%‘f,if,j —f?)dn. (5.38)
Assim
SF(f.80) = [ (—(4fy), +1)6fa2 + [ Ayfnafdl . (5.39)
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2.3

Equacao de Euler-Lagrange

Defini¢éo 5.18: Derivada Funcional

Seja F': D(§2) — R um funcional. Seja I" o contorno de {2. Chama-se derivada funcional de F

a fungéo % tal que

of

SF(f,6f) = QZ—?&fdQ, Véf|f=0 em I. (5.40)

Exemplos 5.11

a)

b)

Considere-se o funcional de primeira ordem genérico abaixo

o(f)= [ (" fa)a. (541)
Assim, com a ajuda de (5.28), tem-se
o _0¢_ 49 (5.42)

5f  of drxof'’
Considere-se o funcional de segunda ordem genérico abaixo

()= [To(s" ' faye (5:43)
Assim, com a ajuda de (5.31), tem-se

66 d* 99 d 9p 9o

5f = WW %a—f,,—i-a—f (5.44)

Considere-se, agora, o caso de funcionais de fun¢des de n varidveis reais. Seja
F:D(2)— R,com 2 C R", um funcional genérico de primeira ordem dado por

F= fggb(Vf,f,m)dQ. (5.45)
Assim, com a ajuda de (5.37), tem-se
o . 0 0¢
kA - 46
of dlv[a(vf)]+3f (540

Definigédo 5.19: Equacéo de Euler-Lagrange

Seja F': D(£2) — R um funcional. Chama-se Equacio de Euler-Lagrange'’ associada a F a
equagdo diferencial

op _
ﬁ =0 em{2. (5.47)

Exemplos 5.12

a)

Considere-se o funcional de primeira ordem genérico abaixo

'7 Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
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o= [ o fNe (548)

Assim a equagao de Euler-Lagrange ¢ dada por

T _ 2 0. 5.49
of dxof (549
b) Considere-se o funcional de segunda ordem genérico abaixo
b
o(f) = [ o(f"f o). (5.50)

Assim a equagado de Euler-Lagrange ¢ dada por

& 0p dop 0

c) Considere-se, agora, o caso de funcionais de fungdes de n varidveis reais. Se-
jav: D(f2) — R, com(2 C R", um funcional genérico de primeira ordem dado por

v:f0¢(Vf,f,:c)dQ. (5.52)
Assim a equacdo de Euler-Lagrange ¢ dada por
. 0¢ ) 0¢

—di —=0. 5.53

{aiop)* o 633

3 Extremos

Esta secdo ¢ totalmente analoga a do Calculo Diferencial apresentadas no Capitulo 4.

Definigdo 5.20: Minimo de um funcional

Diz-se que um funcional F' : D — R tem um minimo local em f; se existir uma vizinhanga de f
dada por V() = {f € D | d(/,fy) < h},na qual

F(f)=F(f), YfeV(ih)- (5.54)
Diz-se que este minimo ¢ global se
F(f)=F(f), VfeV. (5.55)

Diz-se que 0 minimo ¢é estrito se
F(f)>F(f), VfeV(ih)- (5.56)

Observagéo 5.14

Se o funcional F': D — R tem um maximo local em f;, entdo o funcional —F tem um minimo
local em f. Portanto, basta estudar-se o caso dos minimos.

Observacéo 5.15

Diz-se que um maximo ou minimo local de um funcional é um extremo e a correspondente fungao
fo € um extremante.
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3.1 Condicdes Necessarias para Extremos

Formulam-se, agora, condi¢des necessarias para extremos de funcionais.

Condicao necessaria para extremo de um funcional
Um funcional F' : D — R tem um extremo em f;, se
OF (fy,0f) =0, Vdf € 6H. (5.57)

Pontos f;, onde (5.57) ocorre sao chamados de pontos estacionarios. Correspondentemente, diz-se
que F' ¢é estaciondriaem f;. A condigdo acima ¢ apenas necessaria pois (5.57) pode também carac-

terizar um ponto de inflexdo ou de sela. Além disso (5.57) ¢ uma condi¢do necessaria apenas para
funcionais lisos ou diferencidveis.

Lema Fundamental do Célculo Variacional

Seja agora a seguinte proposi¢do conhecida como Lema Fundamental do Célculo Variacional.
j;)fgdﬂzo, Vgely(2) & f=0 em. (5.58)

A demonstragdo desta proposi¢do pode ser feita por reducdo ao absurdo.

Exemplos 5.13

a) Considere-se o funcional de primeira ordem genérico abaixo

o= [ o fNs (559
Como ja foi visto
_ Y99 d 09 ¢
6v(f,6f)_j;[a—f—%a—ﬂ]6fdx+[af 5f] (5.60)
A condigdo (5.57) fornece entao
b(0p d D¢ 8¢
j;[af e af] §fdz +[af 6f] 0, V&f € &D. (5.61)

De (5.61) decorrem

j;b[%—%%]éfd —0, VSf€éD, e

0 dz 0
5 d / (5.62)
[ J(? f] =0, Véf € R
Da primeira condicdo de (5.62) e com a ajuda de (5.58) tem-se
04 _d 94 _
of " daf 0 em(ab), (5.63)

ou seja, a equagdo de Euler-Lagrange. A solucdo de (5.63) ¢ um ponto estacionario dewv.
Para se resolver (5.63) s@o necessarias condi¢des de contorno. Estas condi¢des ja estdo, no
entanto, expressas pela segunda condicao de (5.62). Dela tem-se que
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99

—> =0 ou Ofcar=0 e

7
(Z)J; (5.64)
8—f,(b) =0 ou 6f(b)=0.
Seja = a e suponha, por exemplo, que
fcar =1y, . (5.65)
Logo, pode-se restringir o dominio D do funcional v ao conjunto dado por
D={feH(ab)]| fcaor=1y,}. (5.66)

D ndo ¢ um espago vetorial, pois a soma de dois elementos seus nao resulta em um ele-
mento do conjunto, a ndo ser que y, = 0. Como f e f 4+ 6f devem pertencer a D, con-

clui-se que
6fca>=0. (5.67)
Note-se que f ndo pertence entdo a D mas sim a um conjunto similar a ele, onde (5.67)
¢ valida, dado por
0D = {6f € Hy(a,b)|6fca>=0}. (5.68)

Ao contrario de D, 6D é um espago vetorial. Se, em = = a, a condi¢do (5.65) ndo for
imposta, resta entdo colocar

9¢
a—f,(a,):(). (569)
O mesmo vale para x = b . Resumindo, as condi¢des de contorno da equacdo (5.63) sdo
a—¢,(a>:0 ou fr=y, e
of (5.70)
0¢ '

a—f,(b)ZO ou f(b)=1y,.

Condigdes de contorno do tipo a direita de (5.70) sdo chamadas de essenciais ¢ condi¢des
do tipo a esquerda de (5.70) sdo chamadas de naturais.
b) Considere-se o funcional de segunda ordem genérico abaixo

o(f)= [ 6(s" ' faye. (571)
Como ja foi visto

ot d? 9 d By B 9 .V . [(0¢ d d¢
6U(fa5f)—j;[@af//_%a_f"{'a_f]éfdx‘*'[afuéf ]a_}—[[a_f'_%af”
A condigao (5.57) fornece entao

fab[ @ 9 _ia_¢+3_¢]5fdx +[ 5 6f’)i +|| 55 -2 ]6fr = 0,Y6f € 6D. (5.73)

JéfE. (5.72)

da? of"  dzof’ " of af" af  dx of”
De (5.73) decorrem

a
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& 96 d d¢ 99
[_2af”_%¥ af]éfd 0, Véf € 6D,
90 5"

fb
[8f,,f] 0, V6feR e (5.74)

[g—ﬁ—%%]éf[ —0, WfeR

Da primeira condicdo de (5.74) e com a ajuda de (5.58) tem-se

d*> 0 d o 0

W&ﬁ —%§+ ? 0 em(a,b), (5.75)
ou seja, a equagdo de Euler-Lagrange. A solucdo de (5.75) € um ponto estacionario de v.
Para se resolver (5.75) s@o necessarias condi¢des de contorno. Estas condi¢des ja estdo, no
entanto, expressas pela segunda e terceira condi¢dao de (5.74). Dela tem-se que as condi-
¢des de contorno da equacgdo (5.75) sdo

0o _ / !
af,,(a)—O ou f > = y,,
%(b)zo ou f'(b) =1y,
(5.76)
[%_i%]<a):0 ou faa =y,,
of'  dx of
op d 0¢ B _
[87,_%@](@)—0 ou f(b) =1y .

Condigoes de contorno do tipo a direita de (5.76) sdo chamadas de essenciais e condigdes
do tipo a esquerda de (5.76) sdo chamadas de naturais.

Considere-se, agora, o caso de funcionais de fungdes de n variaveis reais. Se-
jav:D(2) — R, com 2 C R", um funcional genérico de primeira ordem dado por

v = fnqﬁ(fi,f,a:)dﬁ. (5.77)

Aplicando-se a formula da derivada de Gateaux, tem-se

(g0 ), 09
(SU(f,éf)_fQ[ dw[a(w)J 8fJ6fdQ+f[a(vf)J néfdl . (5.78)
A equacdo de Euler-Lagrange ¢ dada por
. 0 0¢
_dlv[a(Vf)]+8_f_O em {2 . (5.79)
As condi¢des de contorno sdao
[8(8$f)]-n:06mfn ou f=yeml,, (5.80)

com [,UI, =1 el,NI, =@.Condigdes de contorno do tipo a direita de (5.80) sdo
chamadas de essenciais e condigdes do tipo a esquerda de (5.80) sdo chamadas de naturais.

Observacéo 5.16

Generalizando, pode-se dizer que um funcional ' de ordem % tem como dominio o conjunto das
funcdes pertencentes a Hj, ({2) que satisfazem as condigdes de contorno essenciais prescritas. Estas
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condigdes de contorno essenciais envolvem a fun¢do e suas derivadas até ordem &k — 1. A variagdo
do funcional igualada a zero resulta, entdo, em uma equagdo de Euler-Lagrange de ordem 2k e,
também, nas condi¢des de contorno naturais. Estas, por sua vez, envolvem derivadas da fungdo até
ordem 2k — 1.

Exemplos 5.14

a) Seja o funcional da Teoria das Charneiras Plasticas v : H; (a,b) — R dado por

b)

b 2
v(f):fa 1+[f7] ldx

com as condi¢des de contorno
f(O)=1 e f(1)=2.

Assim, como ja foi visto,

su(f,60)= [ 27 ((f') ~ ") ofda + (272 f'6f]..

Logo, a equacdo de Euler-Lagrange ¢é

_ 2
2/ (1) ~4") = 0.
Portanto
(f') = f"=0 em(0,1).
A solugdo desta equacgdo diferencial é

fea> = el

Este problema ndo tem condi¢des de contorno naturais.

Seja o funcional dado por

_rY1 11\2
U_L(5E1<U ) — pv|dz ,
com as condi¢des de contorno
v(0)=v"(0)=0.
Logo, a equagdo de Euler-Lagrange ¢
(ER")" —p=0 em(0,0)

e as condigOes de contorno naturais sao

EL"(6)=0 e (ER")(£)=0,

(5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)

que correspondem a momento fletor e cortante nulos em z = ¢. O funcional acima forne-
ce a equacdo de equilibrio de uma viga em balango engastada em x = 0 ¢ sob carrega-
mento transversal pcx>, assim como, as condigdes de contorno naturais na extremidade

livre.
Seja o seguinte funcional

v:fﬁ(pf—i—%Vf-Vf an

com a condi¢do de contorno
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f=0 em[,.
Logo a equacdo de Euler-Lagrange ¢
Vf—p=0 emf{
e as condigOes de contorno naturais sao
Vf-n=0 eml[I), .

3.2 Condicdes necessarias e suficientes para minimos locais

(5.86)

(5.87)

(5.88)

Formulam-se a seguir algumas condi¢des necessarias e suficientes para minimos locais de funcio-

nais. Para isso necessita-se do conceito de segunda variacdo ou derivada de um funcional.

Definigédo 5.21: Segunda variagao de funcionais
O funcional D?F (f)[n] abaixo é denominado segunda variacio de F

D*F (f)[n] = D(DF(f)In])[n].

Outra notacdo €

8*F (f,6f) = D*F(f)[6f].

Observagéo 5.17
Se for definida a funcdo de uma variavel real

v =F(f+an),
entdo (5.89) determina que

D*F(f)n] =" (0).

Esta ¢ a maneira mais pratica de se calcular a segunda derivada de Gateaux de um funcional.

Exemplo 5.15
Seja o funcional F : H; (a,b) — R dado por

F:fab

(f) + f+1]ds.

Assim
b
<p(a):f [(f’+an')2+f+an+1]dx
e
b
DQF(f)[n]zw”(O)zj;277’77’dw-
Logo

62F(f,6f):fb2(6f’)2dx.

Condicéo necessaria para minimo local de um funcional

Um funcional F' : D — R tem um minimo local em f; se
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OF (fo,6f) =0, VoéfedéD e

5 (5.93)
O°F (fo,0f) >0, Voéf € éD.
Condicao suficiente para minimo local de um funcional
Se
OF (fo,0f) =0, Vof €D e
5 (5.94)
O°F(fy,6f) >0, Vé6f =0 € 6D,
entdo o funcional F' : D — R tem um minimo local em f .
Exemplo 5.16
Seja o funcional dado por
g
U_fo (2E[(U ) — pods, (5.95)
com as condi¢des de contorno essenciais
v(0) =12(0)=0. (5.96)
A equagdo de Euler-Lagrange ¢
(ER")" —p =0 em(0,) (5.97)
e as condi¢Oes de contorno naturais sdo
EL'(6)=0 e (ER")(£)=0, (5.98)

que correspondem a momento fletor e cortante nulos em x = £. O funcional acima fornece a equa-
¢do de equilibrio de uma viga em balango engastada em z = 0 e sob carregamento transversal
p x>, assim como, as condigdes de contorno naturais na extremidade livre. A solugdo de (5.97) ¢

candidata a extremante de (5.95). Como

l
82U (v,60) = fo EI(60"Y dz >0, Vév =0, (5.99)

pode-se concluir que a solugdo de (5.97) representa um minimo local de U .

4 Convexidade

As condigdes da secdo anterior exigem um grau de continuidade nem sempre disponivel. Uma con-
dicdo mais abrangente para a existéncia de um minimo local ¢ a convexidade, definida a seguir.

Definigdo 5.22: Convexidade de Funcionais

O dominio D de um funcional é convexo se

(1-0)f, +6f, € D, Vf,.f, e Debec|01]. (5.100)
Um funcional F' : D — R é dito convexo se D for convexo e se
F((1-0)f,+0f)<(A-0)F(f)+0F(f,), Vf.,f,eDebec[01]. (5.101)

Se
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F((A-0)f, +0f)<(Q—=0)F(f,)+0F(f), Vf.,h €Debcl01], (5.102)
ele é dito estritamente convexo.

Observagéo 5.18

Funcionais convexos possuem pelo menos um minimo. Quando D for um espago de Hilbert e F'
for estritamente convexo este minimo nao s6 existe como ¢ Unico.

Condicao necessaria e suficiente para a convexidade de um funcional diferenciavel

Um funcional diferenciavel F' : D — R é convexo se e somente se

F()—F()=6F(fuh —f)s Viuh €D. (5.103)
Uma funcional diferenciavel F' : D — R € estritamente convexo se € somente se
F()—F(f,)>6F(fuh —f)s Viuh €D. (5.104)
Exemplo 5.17
O funcional dado por

o El 2 )
U= 0(2E[<U> pv |dx

¢ estritamente convexo, pois

4
Uvy) —U(v,) — 8U (vy,0, — v, ) = fo BI(vf — !V dz > 0.

Logo, U tem um unico minimo em 7, (0,7) .
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Cinematica dos Solidos

Deformaveis

1 Meio Continuo

A e . 18 .. . ..

A Mecanica Newtoniana ° trata originalmente do movimento de pontos materiais, que representam
uma abstracdo do mundo concreto. O conceito de ponto material ¢ aplicado com sucesso, por e-
xemplo, na Mecanica Celeste, na qual os astros sdo razoavelmente representados por eles.

Na Mecanica dos Solidos Deformaveis, a abstragdo utilizada para representa-los € o Meio Continuo.
Sem entrar em grandes consideragdes topologicas, admite-se aqui que os solidos, apesar da natureza
discreta da matéria, sejam conjuntos continuos de pontos materiais, imersos num espaco afim Eu-
clidiano de dimensao 3, de modo que, a cada instante exista uma correspondéncia entre os pontos
materiais do s6lido e os pontos geométricos de uma regido deste espago ocupada por este solido.

Em um Meio Continuo Classico os pontos materiais possuem apenas trés graus de liberdade que sdo
as componentes do vetor posi¢cdo em um referencial qualquer, como os pontos materiais da Mecani-
ca Newtoniana. Existem, no entanto, outros Meios Continuos, como o meio introduzido pelos Ir-
méos Cosserat'’, nos quais os pontos materiais possuem graus de liberdade de rotagio. Neste texto,
adota-se exclusivamente o conceito classico de Meio Continuo.

2 Movimento de um Solido Deformavel

Seja & o espaco afim Euclidiano de dimensédo 3 onde o sélido se movimenta, com seus pontos ma-
teriais ocupando pontos geométricos deste espago. Em um instante ¢ qualquer, um ponto material
P ocupa o ponto geométrico X € & . Introduzindo-se o referencial geométrico {O,e;,e;,e5},

pode-se descrever a posicdo de P pelo vetor posi¢do = = OX , conforme mostrado na Figura 6.1
abaixo.

'8 Isaac newton (1643-1727)
' Frangois Cosserat (1852-1914), Eugéne Maurice Pierre Cosserat (1866-1931)
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Defini¢éo 6.1: Movimento de um ponto material

A trajetoria do ponto material P em &; ¢é o conjunto dos pontos geométricos ocupados por P ao
longo do tempo. O movimento de P em &; pode ser entdo descrito pela fungdo vetorial,
xp : R — )3, tal que

x=ap(t). (6.1)

Definigdo 6.2: Movimento de um sélido

A trajetoria do solido em &; é o conjunto dos pontos geométricos ocupados por todos os pontos
materiais do sélido ao longo do tempo. O movimento do sélido em &; pode ser entdo descrito pela
seguinte fungao vetorial

x=x(Pt). (6.2)

(6.2) € denominada descrigdo material do movimento do sélido.

Figura 6.1: Trajetoria de um ponto material

Definigéo 6.3: Configuracao de referéncia

E claro que a utilizagdo do alfabeto para distinguirmos os pontos materiais ¢ limitada. Por isso utili-
za-se o conceito de configuracédo de referéncia. Suponha-se que se conhega a posi¢do de todos os
pontos materiais do so6lido em um determinado instante, real ou ficticio, através de uma fungao tal
que

" =z (P). (6.3)

Neste instante os pontos materiais do solido ocupam a regido V" de &, conforme a Figura 6.1, sen-

do que os pontos materiais mantém uma correspondéncia biunivoca com os pontos geométricos.
Logo, a relagdo (6.3) pode ser invertida, com os pontos geométricos descritos pelo vetor posi¢do
x" identificando perfeitamente os pontos materiais P através da fungdo

P=P(z"). (6.4)
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A regido V" da-se o nome de configuracio de referéncia. Muitas vezes a configurago de referén-
cia corresponde a configuracao inicial do sé6lido no problema em estudo. Neste caso a configuracao
de referéncia ¢ chamada de configuragdo inicial.

Definigéo 6.4: Descri¢édo Lagrangiana do movimento

Introduzindo-se (6.4) em (6.2), pode-se descrever o movimento do so6lido através da seguinte fun¢ao
vetorial
z=x(x',t). (6.5)

(6.5) ¢ denominada descricdo Lagrangiana® do movimento do sélido. Quando a configuracdo de
referéncia é a configuracdo inicial, a descricdo é dita Lagrangiana classica ou, simplesmente, La-
grangiana. Caso contrario, diz-se que se tem uma descricdo Lagrangiana generalizada.

Definicéo 6.5: Configuracéo atual
Considere-se, agora, um instante ¢ qualquer no qual se deseje estudar o solido. Este instante sera
denominado instante atual ou corrente. A regido V de & ocupada pelo solido neste instante (veja

a Figura 6.1) é denominada configuracéo atual ou corrente. As vezes é também chamada de confi-
guracao deformada.

Definigdo 6.6: Transformacéo do solido

Ao campo vetorial que descreve a posicdo dos pontos materiais no instante atual, isto é, ao campo
vetorial  : V" — V dado por

x=z(z"). (6.6)
da-se o nome de transformacéo do sélido. Este campo descreve a transformagdo do solido da confi-
guracdo de referéncia para a configurag@o atual, ou seja, ela associa aos pontos geométricos de V"

descritos por " os pontos geométricos de V' no instante atual descritos por (6.6) e ocupados pelos
mesmos pontos materiais.

Observacéo 6.1: Continuidade

O campo (6.6) deve ser tal que o solido ndo penetre em si mesmo e ser suficientemente continuo
para que o s6lido ndo apresente dobras, nem fraturas. Por isso, neste texto, supde-se que (6.6) seja
continuo com primeiras derivadas continuas.

Observacdo 6.2: Condicao local de impenetrabilidade

Uma condig¢ao suficiente para que a transformagao (6.6) seja localmente inversivel, e que, portanto,
na transformagdo o solido nao se penetre, ¢ que o Jacobiano da transformagao

J =det(Ve) (6.7)
seja positivo em qualquer ponto de V", isto &,
J>0 emV". (6.8)

A condi¢do acima (chamada nos textos de Calculo como Teorema da Funcao Implicita) é chamada
de condicao local de impenetrabilidade e sera adotada no decorrer do texto.

Definigéo 6.7: Deslocamentos

Ao campo vetorial @ : V" — 13 definido por

% Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
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u==cz(z")—a" (6.9)
da-se o nome de campo dos deslocamentos dos pontos do sélido.
Definigdo 6.8: Gradiente da transformacéo
Ao campo tensorial F' : V' — T, definido por
F=Vz (6.10)
da-se o nome de campo do gradiente da transformacao do sélido.
Observacéao 6.3

Em um sistema cartesiano de coordenadas, em notac¢do indicial, tem-se

8$7;

Fy=—F=u. (6.11)
j ox) J
Defini¢do 6.9: Gradiente dos deslocamentos
Ao tensor
L=Vu (6.12)
da-se o nome de gradiente dos deslocamentos do so6lido. De (6.9) e (6.12) decorre
L=F-1T, (6.13)
onde I é o tensor identidade.
Observagéo 6.4
Em um sistema cartesiano de coordenadas, em notagao indicial, tem-se
8ui
LZ“ = 81'7-‘ = xm- — 57] = ui,j . (614)

J

3 Fibras

Definigéo 6.10: Curva

Uma curva ¢ uma entidade geométrica cuja posicdo ¢ dada por uma equagdo paramétrica do tipo
x =x(0),onde 6 € (a,b) C R éum parametro.

Definigédo 6.11: Fibra

Uma curva na configura¢do de referéncia define os pontos materiais de uma fibra do solido dada
por

' =x"(0). (6.15)

Fibras dadas por (6.15) sdo transformadas por (6.6) da configuracdo de referéncia para a configura-
¢do atual, conforme indicado na Figura 6.2.

Definigédo 6.12: Comprimento local de uma fibra

Considere-se uma fibra do so6lido dada por (6.15). O vetor
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dz”

g == (6.16)
¢ tangente a esta fibra. O comprimento local de uma fibra na configuracdo de referéncia é dado por
aer :
=|g". 6.17
7 =9l (6.17)
Ap6s a transformagdo (6.6) o vetor tangente a mesma fibra na configuragéo atual é dado por
dx
=—. 6.18
9="15 (6.18)
O comprimento local de uma fibra na configuracédo atual é dado por
al
— = . 6.19
o =lgl (6.19)

Figura 6.2: Transformacao de uma fibra
Pela regra da cadeia, de (6.18) e (6.10), tem-se

g=Vaz d;g — Fg'. (6.20)

Propriedades 6.1
e Imaginem-se trés fibras que ndo sejam co-planares e que se cruzam num ponto material.
Sejam {gi,g5,95} os vetores tangentes a estas fibras naquele ponto na configuragdo de
referéncia, que sdo LI. Os vetores transformados sdo denotados por {g;, 92,93} ¢ dados
por
g =Fg,, i=123. (6.21)

e Com estes vetores em uma base ortonormal pode-se simultaneamente escrever a partir de
(6.21) a seguinte relagao

g e =F(gi®e;). (6.22)
e Logo, F pode ser obtido por meio de
r -1
F=(g,0e)(gj0e) . (6.23)
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Observacéao 6.5

(6.23) é importante para a determinac¢do experimental e numérica de F'.

Propriedade 6.2
A partir de (6.23), pode-se mostrar que
1 T T T T T T
F=————(01®(9%g3)+9®(g35x9)+93® (g xg3))- (1.24)
gi 92 X g3

3.1 Estiramento de uma fibra

Definigéo 6.13: Estiramento local de uma fibra
O estiramento local de uma fibra é definido pela seguinte razao
al
A= .
ae’

(6.25)

Propriedades 6.3

a) A\ ¢ arazdo entre os comprimentos locais da fibra em um ponto material nas configuragoes
atuais e de referéncia.

b) A nédo depende do parametro ¢ utilizado na defini¢ao da curva (6.15).

¢) E claro que

A>0. (6.26)

d) Quandol < A < oo, diz-se que a fibra se esticou. Quando0 < A < 1, diz-se que a fibra se
encurtou. Quando A = 1 nao houve estiramento da fibra.

3.2  Alongamento de uma fibra

Defini¢éo 6.14: Alongamento linear
O alongamento linear?! ou deformacao especifica em um local de uma fibra ¢ definido por
dé —der

© e

(6.27)

Observacéao 6.6

(6.27) ¢ a forma mais comum de se medir alongamentos.

Observagéo 6.7

Existem, no entanto, outras definicdes de alongamento. As mais importantes sdo o alongamento

quadratico ou de Green®’, o alongamento natural, logaritmico ou de Hencky®, o alongamento hi-
11 .24 5 .

perbolico ou de Reiner* e o alongamento de Almansi*, dados respectivamente por

2! Ou simplesmente alongamento. A nomenclatura alongamento especifico também é cabivel.
22 George Green (1793-1841)

2 Heinrich Hencky (1885-1951)

¥ Markus Reiner (1886-1976)

» Emilio Almansi (1869-1948)
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Eq = & :—<)\2 —1),
&y = hlA,
6.28
g1 = 1-— )\71 (S ( )
1
= —(1-\72
€2 2( )
Observacéao 6.8
Todos os alongamentos acima pertencem a familia de Hill*® dada abaixo
1
_ AWL _ 1 0
- m( ), sem =0, 6.29)
InX, sem =0.

Observe-se que ¢ = ¢; . Note-se também que

<0, seA<1,
Eni=0, seA=1, (6.30)
>0, seA>1.
Além disso, tem-se

2
Bl _p ¢ Ll _ g, (6.31)
de e=0 de e—0

Logo, expandindo em série de Taylor um alongamento ¢,, em fun¢do do alongamento lineare,

tem-se, com a ajuda de (6.31),

Em :€+%(m—1)62—|—--- (6.32)

Se 1e1 < 1%, entdo (6.32) mostra que, para Im| < 2, o erro relativo ao se confundir os diversos
alongamentos de (6.29) é menor que 0,5%.

4 Tensores das Deformacoes

4.1  Tensor das deformacdes de Green

Definigéo 6.15: tensor dos estiramentos quadraticos

Considere-se o quadrado do comprimento local de uma fibra na configurac¢do atual. Lembrando-se

de (6.20), tem-se
(dﬁ ’ r r r T r
@) —g.g=(Fg) (Fg')=g - (F'F)g". (6.33)

Logo,

2 Rodney Hill (1921-)
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dr 2 gr gr
de lg"l —llg"l

onde

C=F'F (6.35)
¢ o tensor dos estiramentos quadraticos ou tensor das deformages de Cauchy-Green?’.
Definicéo 6.16: Tensor das deformac6es de Green

O tensor definido por

1 1, r
E:§(C—I):§(F F-1T) (6.36)
¢ denominado Tensor das Deformagdes de Green ou, as vezes também chamado de Tensor das De-
formagcdes de Green-Saint-Venant®.
Propriedades 6.4
a) A expressdo abaixo para E ¢ obtida ao se introduzir F' de (6.13) em (6.36)

E:%(L+LT+LTL). (6.37)
b) De (6.36) tem-se também
C=1+2FE. (6.38)
¢) Tanto C como F sdo simétricos.

d) Com a ajuda de (6.28) e (6.34), o alongamento quadratico ¢ dado por

gT’ g’f
S A I T
e) Observando-se (6.34) e (6.39), tanto C' como E caracterizam formas quadraticas. Isto fica
ainda mais claro ao se introduzir o vetor unitario

r

n =9 (6.40)
lg"|
de tal forma que
AN (n")=n"-Cn" (6.41)
e
g(n")=n"-En". (6.42)

f) Como A2 > 0, Vn", o estiramento quadratico é uma forma quadratica positiva definida.

g) Seja {é],é5,e3 } uma base propria de C', com os vetores ordenados de forma que seus cor-
respondentes autovalores c;, ¢ = 1,2,3, obedecam ac; > ¢; > ¢3. Pode-se entdo afirmar

que A2 (n") passa pelo méximo ¢, para n” = &/ e pelo minimo c; para n” = éj. Po-
de-se também afirmar que A\, = /¢ quando n" = ¢é] e que A, = -/¢3 quando
n" = é;.

h) Observando-se (6.38) e que qualquer vetor é auto-vetor de I, é facil mostrar que E tem
os mesmos auto-vetores de C'. Se {é[,é3,e3 } € uma base propria de C, entdo também ¢é

" Augustin Louis Cauchy (1789-1857)
28 Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant (1797-1886)
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uma de E. Os autovalores ¢,,, 1 = 1,2,3, de E estdo relacionados com os autovalores de

qi»
C por meio de

qi 25(01' —-1). (6.43)

. \ 1 .
i) Pode-se também afirmar que &g = 5(¢p—1) quando n" =€ e que

2

1
_ r__ ap
€gmin — 5(63 - ]-) quando n = e;.

4.2  Outros tensores das deformacoes

Propriedades 6.5
a) O tensor C possui a seguinte decomposi¢ao espectral

3
C=>c(ewe). (6.44)
i=1

b) A decomposicdo espectral de E, por sua vez, €

FE =

3
(el @el). (6.45)

i=1

Definigdo 6.17: Familia de tensores de deformacé&o de Hill

A familia de alongamentos (6.29) pode ser utilizada para gerar uma familia de tensores de deforma-
¢do através da decomposicao espectral abaixo

3
E, = ng ()\z)(éf ® é:) ) (6.46)
1=1
onde
N =Ja, i=123. (6.47)

Definigdo 6.18: Tensor dos estiramentos

O tensor dos estiramentos U ¢ definido pela seguinte decomposigdo espectral

3
U=> )\ ®é). (6.48)
1=1
Propriedades 6.6
e Note-se que
U’ =cC. (6.49)
e Note-se também que
1
E,=E==-(U?-1). .
) 5 (U ) (6.50)

141



Observacéao 6.9

E importante salientar que, em geral, A(n") = n" - Un", sendo a igualdade correta apenas para os
vetores da base propria. A expressao correta para A(n' ) é

A(n")=+n"-Cn'" . (6.51)
Portanto, o alongamento linear na direcdo de n” ¢ dado por
e(n")=A(n")-1=J1+2(n")—-1. (6.52)

Observagéo 6.10

O tensor dos estiramentos pode ser determinado por meio da definicdo. No entanto, a forma mais
conveniente de se calcular U ¢ lembrar-se da decomposicdo espectral de U , mostrada em (6.48), e
sua equagdo caracteristica, exposta abaixo

A — A A —i3 =0, (6.53)
onde
h=N+XN+N,
B = M+ XA+ 3N e (6.54)
i3 = NNz
sd0 os seus invariantes. Introduzindo-se (6.48) em (6.53), € facil verificar que
U? —4U> + U — i3I = O, (6.55)

identidade conhecida como Teorema de Cailey-Hamilton?. Multiplicando-se (6.55) porU , introdu-
zindo-se (6.49) na equagao resultante e em (6.55), tem-se

U —iiC + iU —ixI = O

. 6.56
C? —4U? +i,C — iU =0 (6.36)

Resolvendo-se a primeira para U?, introduzindo-se o resultado na segunda equagio e resolvendo-se
esta paraU , obtém-se

1
U=——[-C*+ (i, —4)C +iisI ], (6.57)
W — 4

onde
iy — i3 = (M +X) (A + M) (A3 + A1) (6.58)

Observacéo 6.11
Note-se, finalmente, que
U=1+E,, (6.59)

onde E; ¢ dado por (6.46) para m = 1. E; ¢ conhecido como tensor das deformagoes de Biot™.

2 Arthur Cailey (1821-1895), William Rowan Hamilton (1805-1865)
3% Maurice Anthony Biot (1905-1985)
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5 Distorcao

Definigédo 6.19: Distorgéo

Sejam m” e n” dois vetores unitarios ortogonais tangentes a fibras concorrentes num determinado
ponto material na configuragdo de referéncia, conforme a Figura 6.3 abaixo. A transformacdo leva-

. A . ™ .
0s aos vetores m e m , respectivamente. O angulo entre m e n ¢ dado por 57 onde v &, por

definic¢do, a distor¢cdo naquele ponto para as fibras definidas na configuracdo de referéncia pelos

vetores m” e n' .

Propriedade 6.7

A distor¢do pode ser calculada da seguinte forma

o ) T T i

Como m = Fm" e n = Fn'", a distor¢do ¢ dada também por

seny = ;mr Cn"
T XA /
Como m" - n” = 0, com a ajuda de (6.38) e denotando v = y(m',n" ), tem-se

1 1
- r Y o— - o, T
2sen’y(m ;") N T))\(nr)m En

\%

€
€
€;
Figura 6.3: Distorgéo
Propriedade 6.8
Como as componentes de £ em uma base ortonormal { e, ey, e; } sdo dadas por
Eij =€ - Ee]
entao
€q(ei)7 Sei:j7

E.. e
%)\(ei))\(eij)senv(ei,eij), sei = j.
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Logo, tendo os alongamentos quadraticos nas dire¢des de e; e as distor¢des para as fibras definidas
por {ei, €; }, determina-se as componentes de F nesta base.

6 Membranas

Definicao 6.20: Superficie

Uma superficie ¢ uma entidade geométrica cuja posi¢do ¢ dada por uma equacdo paramétrica do
tipo € = x(6;,0,), onde 6; e 6, sdo os parametros reais.

Defini¢do 6.21: Membrana

Uma superficie na configuragdo de referéncia define os pontos materiais de uma membrana do soli-
do dada por

" =z (0,,6,). (6.65)

Membranas sdo transformadas por (6.6) da configuracdo de referéncia para a configuracdo atual,
conforme a Figura 6.4. Os vetores

. oz" e ol — oz"
gl - 801 g2 - 802

sdo vetores tangentes a duas fibras de uma membrana na configuracdo de referéncia. O vetor do
elemento infinitesimal de superficie num ponto desta membrana ¢ dado por

dS" = (gl x g5 )d6,db, . (6.67)

Ap0s a transformagdo os vetores g; e g5 sdo levados a g; e go por meio (6.20). O novo elemento

(6.66)

infinitesimal de area na configuracdo atual tem o seguinte vetor
dsS = (91 X go )d91d62 . (668)

Figura 6.4: Transformacgdo de uma membrana
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Propriedades 6.9: Relagdo de Nanson
a) Pelarelagdo de Nanson (2.134), tem-se
dS = JF1ds" . (6.69)

b) Introduzindo-se os vetores unitarios normais a membrana nas configuracdes de referéncia e
atual, n” en , respectivamente, tem-se

ndS = JFTn"dS" . (6.70)

7 Deformacao Volumetrica

Sejam agora g, g5 ¢ g5 0s vetores tangentes a trés fibras ndo co-planares num ponto da configura-

¢do de referéncia de tal forma que [gi, 95,93 | > 0, conforme pode-se observar na Figura 6.5. O
elemento infinitesimal de volume naquele ponto e naquela configuracao ¢ dado por

av' =1gi,9:,95]d0,d0,d0; . (6.71)

Figura 6.5: Transformagéo de um elemento infinitesimal de volume
Ap6s a transformagdo os vetores acima sdo levados a g;, g, € g3 € o elemento infinitesimal de vo-

lume na configuracdo atual ¢ dado por

aV =1[91,92,93]d0,d0,d0s . (6.72)
Como (6.20) vale para cada vetor tangente, entdo, com a ajuda da relacdo de Euler (2.133), tem-se
dV =det FdV" = JdV". (6.73)

Definigédo 6.22: Deformacao volumétrica
A deformacao volumétrica local ¢ definida por

AV —aV”

J
avr

(6.74)
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Propriedade 6.10
Logo, de (6.73) tem-se
v=J—-1. (6.75)

Observagéo 6.12

A deformagdo volumétrica, a exemplo dos alongamentos, pode ser definida de outras formas. Uma
familia de deformagdes volumétricas, por exemplo, ¢ dada por

1
—(J" =1 0
9 = 1m! ), sem =0, (6.76)
InJ, sem =0.
Note-se, em especial, que
Yg=InJ=1:E;, (6.77)

onde E, ¢ dado por (6.46). Nenhum outro membro da familia de tensores de deformacao (6.46),
nem mesmo o tensor de Green, tem uma relagdo tdo simples com o Jacobiano J .

8 Tensor das Rotacdes

Definigéo 6.23: Tensor rotacao

O tensor
R=FU! (6.78)
¢ denominado tensor das rotagoes.
Definigéo 6.24: Decomposicao polar
De (6.78) decorre
F=RU. (6.79)

(6.79) é conhecida como decomposi¢éo polar de F'.

Propriedades 6.11

A verificacdo da ortogonalidade de R ¢ feita abaixo

R'R=(FU ) (FU ) =U'F'FU ' =U'UU ' =1. (6.80)
Portanto,det R = +1. A verificacdo do sinal do determinante de R ¢ feita por meio de
det R = det(FU ") = det(F)det(U ') = J L. (6.81)
Aoz
Logo,
detR = +1. (6.82)
Uma conseqiiéncia da igualdade (6.82) acima ¢é
J =detF =det(RU) = det RdetU = detU = M\)3 . (6.83)
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Observacéo 6.13

Pode-se interpretar (6.79) como a composicdo de duas operacdes. Primeiro as fibras sdo estiradas de
acordo com o tensor U e depois sdo giradas rigidamente de acordo com o tensor R .

Observacéo 6.14
A forma mais expedita de computar R ¢é obtida multiplicando-se (6.55) por U ! e resolvendo-se a

equacdo resultante para U ':

U”:th—ﬁU+@H, i3 = 0, (6.84)
i3
ondes;, 1 = 1,2,3, sdo dados em (6.54). A seguir R ¢ obtido através de (6.78).

9 Velocidades e Aceleracdes

Definigéo 6.25: Velocidade de um ponto material
A velocidade de um ponto material é dada pelo vetor
v=1, (6.85)

onde o ponto superposto indica a derivada no tempo de uma grandeza para um ponto material fixo.

Observagéo 6.15

Note-se que v (") € um campo vetorial.

Definigdo 6.26: Aceleragdo de um ponto material
A aceleracdo de um ponto material ¢ dada por
a="1. (6.86)
Note-se que a (") € um campo vetorial.
Defini¢do 6.27: Gradiente das velocidades
O gradiente do campo das velocidades v (" ) é o campo tensorial dado por

L=Vv=F. (6.87)

Definigdo 6.28: Tensor taxa de deformacéo
O tensor taxa de deformacéo de Green ¢ dado pela diferencia¢do no tempo de E . De (6.36) decorre

'_l 7 I
E=_(F'F+F'F). (6.88)

Definigdo 6.29: Tensor das velocidades angulares
O tensor

2 = RR" (6.89)
é chamado de tensor das velocidades angulares. Observe-se que a diferenciagio de RR” = I no
tempo fornece RR” + RR" = 0, donde demonstra-se que
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N =-07,

Portanto 2 ¢é anti-simétrico.

Definigéo 6.30: Vetor das velocidades angulares
O vetor axial de §2 ¢ denominado vetor das velocidades angulares e ¢ denotado por
w = axial(£2).

Definigdo 6.31: Tensor das aceleragdes angulares

O tensor §2 é chamado de tensor das aceleragdes angulares.

Defini¢éo 6.32: Vetor das aceleragdes angulares

O seu vetor axial w ¢ denominado vetor das aceleragGes angulares.

10 Movimento de Corpo Rigido

Defini¢do 6.33: Movimento de corpo rigido

(6.90)

(6.91)

Um soélido sofre um movimento de corpo rigido quando o seu movimento puder ser descrito por

z(z',t) =z () +Q(t)(x" —xp),

(6.92)

com () sendo uma rotacdo, com x e ' sendo os vetores posicdo de um ponto material qualquer

do solido nas configuragdes atual e de referéncia e com x, e x; sendo os vetores posicdo do ponto

0 nas configuragoes atual e de referéncia.

Propriedades 6.12
a) Note-se que
- = Q(z' —af),
ficando facil mostrar que

|z — 2ol = 2" — a5

(6.93)

(6.94)

uma vez que @ ¢é ortogonal, isto ¢,QTQ = I .Logo, (6.92) preserva as distancias entre os

pontos materiais.

b) Para movimentos de corpo rigido, ¢ facil verificar queR =Q, U =1, E =0,

L=QecN?=QQ".Como era esperado, o tensor das rotagdes € igual a @, o tensor das

deformacdes ¢é o tensor nulo e o tensor dos estiramentos ¢ o tensor identidade.

11  Pequenas Deformacoes

Definigdo 6.34: Pequenas deformagoes
Quando em uma transformagéo

le(s")|<e<xl e |y(r,s)|<exl, Vris",
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diz-se que as deformagdes do solido sdo pequenas. E comum utilizar-se o valor ¢ = 1% como limi-
te das pequenas deformagdes.

Definigdo 6.35: Ordem de uma funcéo

Diz-se que uma fungdo f : (—a,a) — R édaordem dec”,com n € N, se

lim f;ff =0 ¢ lim o g, (6.96)
e—0 ¢ e— g
A notacdo de Landau®' para uma fungao assim €

feer=0(e"). (6.97)

Observacéo 6.16
Com a ajuda da definicdo acima (6.32) pode ser escrita como
en =€+ 0(e%). (6.98)

Diz-se, entdo, que €,, = € até primeira ordem eme . Assim, pode-se confundir todas as defini¢des

de alongamentos de (6.32) assim como as de tensores de deformagdo de (6.46) até primeira ordem
em €.

Propriedades 6.13
a) Portanto, com (6.42) o alongamento em uma direcdo dada pelo vetor unitdrio s ¢ dado por
es)=s-FEs. (6.99)
b) No caso de pequenas deformacdes, tem-se de (6.62) para a distor¢ao
%y(r,s):r'Es, (6.100)

até primeira ordem em ¢, onde r e s sdo vetores unitarios ortogonais entre si. Para se
demonstrar isto, verifique-se que

sen’y:’y+0(’y3) e §:1+O(5).

(6.100) diz que metade da distor¢do é dada por uma forma bilinear simétrica.
¢) Como as componentes de E em uma base ortonormal {e;,es,e3} sao dadas por

E; =e; - Ee, (6.101)
entao
e(e), sei=j,
E; =11 (6.102)

E’y(ei,ej) , sei = j.
Logo, todas as componentes do tensor £ em uma base ortonormal sdo da ordem dec.
Observacéo 6.17
Observando-se agora a expressao (6.59), verifica-se que
U=I1+F, (6.103)

até primeira ordem em <. Logo (6.103) ¢ valida para pequenas deformagdes. Como

3! Edmund Landau (1877-1938)
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1
-1 _ _ 2
)\ = 1—|——5 =1- e+ O(E ) >
pode-se concluir de (6.48) que
U'=I-E, (6.104)

até primeira ordem em . Logo (6.104) ¢ valida para pequenas deformagdes.

Observacéo 6.18
Considere-se agora o Jacobiano da transformagao (6.83) e verifique-se que
J=Xh=0+e)(l+e)l+e)=1+e+e +e+0(?). (6.105)
Logo,
J=1+trE, (6.106)

até primeira ordem eme. Conseqiientemente, tem-se para a deformagao volumétrica (6.75) a se-
guinte expressao

¥ =tE, (6.107)

até primeira ordem em ¢.

11.1 Maximo e minimo alongamento
(6.99) ¢ uma forma quadratica. Seja uma base propria de E, indicada por{é;,é,,e;}, e se-
jame;, 1 = 1,2,3, os seus correspondentes autovalores, ordenados de forma que

€ > &9 > €3 . (6.108)
Logo, conforme as Propriedades 2.41,

~

€pax = € para s =2¢€ ¢

(6.109)

N

€min = €3 para s = e3.

11.2 Maxima distorcéo

Propriedade 6.14
Uma propriedade inetressante das distor¢des, quando as deformacgdes sdo pequenas, ¢ que

Efy(r,s) passa por um maximo e por um minimo para um dado vetor unitario r fixo. Para se

verificar isto, considere-se um vetor unitario = fixo e varie-se apenas o vetor unitario s, conforme
a Figura 6.6 abaixo. s pode ser expresso por

8§ = cos sy + senys; , (6.110)
onde s; e s; sdo vetores unitarios ortogonais a r, com s; contido no plano definido por r ¢ Er, ¢

sendo s; ortogonal a este plano. Em (6.110) ¢ ¢é o dngulo entre s; € s.
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Figura 6.6: Construcéo de %70

Como Er e s; sdo, por construcdo, ortogonais, ou seja, (Er)-s = 0, tem-se de (6.100) com
(6.110)

%"y(r,s)zcosgpr-EsO. (6.111)

1 . .
Portanto, 5|7(r,s)| para r fixo passa por um maximo para ¢ =0 e ¢ = 7, ou seja, para

s = +s;. Este valor maximo sera denotado da seguinte forma

%fyo(r):‘r-Eso‘. (6.112)
Note-se que (Er)- s, € aprojecdo de Er sobre o plano normal a r, como também (Er)-r ¢éa
projecdo de Er na direcdo der . Assim,
Er =(r-Er)r+(sy- Er)s (6.113)
representa a decomposi¢do de Er nas dire¢des de r e de s, . Portanto

%70(r>:||Er—(r-Er)r||. (6.114)

Mas ¢ facil mostrar que
Er—(r-Er)r=(I—-r®r)Er
=[rx(Er)]xr. (6.115)
Logo,

2
=[(I—-rr)Er]- (I —r®r)Er]=

[l o
270
=(Er)-[I-r®r) Er]=
=(Er)- (I -r@r)Er]= (6.116)
= (Er)-{[rx(Er)]xr}=
=[rx(Er)]-[rx(Er)] =
=[x (Er)|?.
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Portanto, dado o vetor unitario = a distor¢do maxima ¢ dada por

%%m —Irx (Er)]. ©6.117)

Propriedade 6.15
Seja uma base propria de E, designada por {é;,é,,€5}, e sejam ¢;, 7 = 1,2,3, os seus correspon-
dentes autovalores, ordenados de acordo com (6.108). Seja o vetor unitario r dado por

T = COsY cos pe, + senye, + cosysenpes , P € [0,2w), ¢ € [0,7], (1.118)

onde 7 ¢ o angulo entre r e o plano definido por €, ¢ €; ¢ ¢ é o angulo entre a projecdo de r
neste plano e o vetor ;. ¢ e ¢ sdo as coordenadas esféricas de r, sendo 1) a longitude em rela-
¢do ao plano definido por e, e e; e sendo ¢ a latitude. Introduzindo-se a seguinte decomposicao
espectral

3
E =) cé ®e¢ (1.119)
i=1
em (1.118) em r x (Er), tem-se

r X (Er) = (e3 — gy ) senycosysenye, +
+ (& — &5 ) cos*ysenpcospé, + (1.120)

+ (&9 — &1 ) senypcosypcospes .
Com (1.120) em (6.116), chega-se em

(%’Yo )2 = (mf — (&1 — &) (e — &) sen’ +

2 2 (1.121)
& — & 2 2 €2 — &3 2 2
- [T(l — 2cos“1) cos go) + T(l — 2cos“Y sen cp)} .
Logo, (1.121) tem um méximo se
sen’t) =0, cos’hp =1 e sen’p = cos’p = % (1.122)
Portanto, quando ¢y =0 ou ¢y =7 e ¢ = % ou p = 3% . Assim, quando
T = Thax :ig(éliég), (1.123)
tem-se que
1 1 € — €
max 37 | = 59 (nae) = 25 (1.124)
Note-se que (1.123) significa 4 vetores unitarios dados respectivamente por
(ér +é€3),
—(é +é),
V2
rmax - ~ A 6.125
A (é1—¢3) e ( )
—(é —é3).
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Portanto, a maxima distor¢@o (em valor absoluto) em um ponto ¢ dada por
VYmax = €1 — €3 - (1.126)

Note-se que ela ocorre para o par de vetores { 7., Smax > ONde S = €5 X Ty - S30 ao todo
oito pares de vetores unitarios diferentes.

Propriedade 6.16

Suponha-se, agora, que o vetor unitario r esteja contido nos planos dos vetores da base propria,
sendo dado por

T = cosype; +senpe; , 1= j. (6.127)
Logo, de (6.117), tem-se
g — 5]'
2

%'yo(r>:|(5i—z—:j)sengocosg0|:‘ sen2¢p| . (6.128)

Ei_gj

Portanto, o valor maximo de (6.128) é dado por para ¢ = % Como

g t+¢e & —¢€

e(r) = g;cos” @ + g;sen’p = 5T : 5 ! cos2p , (6.129)
de (6.128) e (6.129) tem-se
. \2 2 _e.\2
(s—@;sj) +(%%) :(51 251) =123 = (6.130)

g t¢€;

1 . .
No plano ¢ x 570 (6.130) representa trés semi-circulos com centros em ( ,0) € raios

& — 5]‘

R =

, como ilustrado na Figura 6.7.

v
[0}

Figura 6.7: Circulos de Mohr
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Observacéo 6.19

. . . 1
Os circulos da Figura 6.7 sdo denominados Circulos de Mohr®. Pode-se mostrar que 370 (r> para

todos os vetores unitarios r possiveis estdo entre os trés circulos de Mohr, isto ¢, na regido hachu-
rada da Figura 6.7: Circulos de Mohr. Apenas o circulo externo, o qual correspondente a vetores 7

. . . . , 1 .,
no plano dos vetores €, e é3, ou seja, aquele cujo centro esta em (5(51 +€3),0]| e cujo raio €

1 . N L
5 (g1 — €3), tem importancia pratica como ferramenta de visualizagdo.

12 Pequenas Rotag0es
Introduzindo-se (6.104) em (6.78), tem-se
R=UI+LYI-E)=I+L—-E-LE. (6.131)

Suponha-se, agora, que as componentes do gradiente dos deslocamentos L sejam pequenas e da
ordemde ¢ < 1 . Assim,

R=I1I+L-F (6.132)
até primeira ordem eme.
Defini¢éo 6.36: Tensor das pequenas rotacoes
O tensor
W=L-F, (6.133)
tal que
R=1+W, (6.134)

até primeira ordem em ¢, ¢ denominado tensor das pequenas rotacoes.

Propriedades 6.17
a) Veja-se que, de (6.133), tem-se

L=FE+W. (6.135)
b) Observando-se (6.37), verifica-se que
1
E=-(L+I" A
S(L+I0), (6.136)
até primeira ordem eme.
c) De (6.135), tem-se que
1
= (L-L" 6.137
w 2 ( ) ’ ( )

até primeira ordem eme. Logo W ¢ anti-simétrico e da ordem dec.
d) Quando as deformagoes e rotacdes sdo pequenas tem-se também que

F=I+E+W, (6.138)

até primeira ordem eme .

32 Christian Otto Mohr (1835-1918)
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e) De (6.134) tem-se que
R'=R' =T-W, (6.139)
até primeira ordem eme . Logo,
FlT=T1+E-W,
Fl=TI-E-W ¢ (6.140)
FT=-T-E+W,
também até primeira ordem eme.
Exercicios 6.1
o Trés vetores tangentes a fibras na configuragdo de referéncia sdo dados por
n =e +te+e, 1 =€ +2e+2e5 e 1 =e +e +3e;.
Ap6s a transformagdo eles se tornam
n = 11e + e +0,9e;,
n = 0,9¢ + 2,1e; +2e3 ¢
3 = 1,1e; + 0,9, + 3,1e; .
e Determine F,C, E,U ¢ R .
e Determine autovalores e base propriade C, Ee U .

e Determine ¢,(q"),c(q"), A(q")e~(q",p") para os seguintes vetores unitarios:

2 V2
:7(el+€2) ep :7(61—62)-

e Uma barra colocada ao longo do eixo z; ¢ alongada linearmente de ¢ e fixada na origem

r

sem que sua se¢do transversal se deforme. Determinex (" ), u(z" ), F, C, E,U, R.

e Uma barra ¢ colocada ao longo do eixo z; e apds o alongamento do exercicio anterior a
barra ¢ rodada rigidamente de o em torno de z3. Determine os vetores e tensores do exer-
cicio acima.

e Dado
-2 1 -1
E=10%1 3 2
-1 2 4

Determine €, , €mins Ymax € Ymin» ONde eles ocorrem e os trés circulos de Mohr.

e No laboratério foram colocados sobre uma estrutura trés extensometros nas diregoes de

V2
n=€6, Nt =2¢6 € 7“3:7(62—61)

¢ foram medidos os seguintes alongamentos lineares ¢ = 0,1%, & = 0,7% e
g5 = 0,05% . Determine E ¢ v(ej,e;).
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Principios da Mecanica dos

Soélidos

1 Principios da Mecanica Newtoniana

Como introdugdo aos principios da Mecanica dos Soélidos Deforméveis faz-se uma recordagdo dos
principios da Mecénica dos Pontos Materiais, isto é, da Mecanica Newtoniana™.

1.1  Primeiro Principio ou Principio do Espac¢o Absoluto

Os pontos materiais, aqui admitidos como um conceito primitivo, movem-se num espago afim Eu-
clidiano de dimenséo trés.

O espago afim Euclidiano acima sera denotado por&;. Uma das dificuldades praticas acarretadas
pelo Principio acima ¢ identificar os pontos geométricos de &, pois somente pontos materiais po-
dem ser facilmente identificados e eles podem estar se movendo em relacdo a&;. Por isso € neces-
sario introduzir a defini¢gdo de observador. Da-se o nome de observador ao conjun-
to{O, F,Fy,E3, R}, onde {O, E,, Ey, E5} sdo pontos materiais ¢ R é um aparelho de medi¢ao do
tempo (reldgio), sendo que O ¢ denominado origem ¢ e; = O—E;, 1 = 1,2,3, formam uma base or-

tonormal de }4. Ao conjunto {0, e, ey,e3} da-se o nome de referencial fisico. O grande problema

pratico deste principio é como se determinar, a partir de referenciais fisicos, um referencial geomé-
trico de &;.

1.2 Segundo Principio ou Principio do Tempo Absoluto

Os conceitos relativos ao tempo, como, por exemplo, os conceitos de intervalo de tempo, de prece-
déncia e de simultaneidade sdo absolutos, ou sgja, ndo dependem do observador.

3 Isaac Newton (1643-1727)
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Observacéo 7.1

A cinematica dos pontos materiais ¢ totalmente construida com estes dois principios.

Exemplo 7.1: Movimento Relativo
Este exemplo explora a descricdo do movimento de pontos materiais através de referenciais fixos e
moveis. Seja {0, e;, ey, e3 } um referencial fisico considerado fixo, isto é, ele coincide com um refe-
rencial geométrico de & . Seja {O*,ef,e;,e; } um referencial fisico movel, com {e;,i = 1,2,3}
sendo uma base ortonormal. Considere-se, entdo, a Figura 7.1. O vetor posi¢do  do ponto material
P ¢ dado por

T=1x)+x", (7.1)

onde x* ¢é o vetor posicao relativo. A velocidade e a aceleragdo de P no referencial fixo sdo dados
por

v=L € a==a, (7.2)
e
a=1t, (7.3)
respectivamente. Logo,
v=21ay+ T (7.4)
e
a=x5+z". (7.5)

Figura 7.1: Referencial fixo e mével

O observador movel enxerga o movimento de P através do vetor z*, cujas componentes na base
movel sdo dadas por

A base movel gira em relacdo a base fixa de acordo com
€ = Qe; , (1.7)

onde @ = Q(t) éuma rotacdo. Derivando-se (7.7) no tempo, tem-se

e = Qe, = Q¢ , (7.8)
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onde

2 =QQ" (7.9)
¢, por definigdo, o tensor das velocidades angulares da base mével. 2 é um tensor anti-simétrico,
isto ¢, 27 = —2 . Derivando-se (7.6) no tempo e introduzindo-se (7.8), tem-se

T =2 +x-Ne = (" —Nx")-¢€ . (7.10)
Portanto, pode-se definir o seguinte vetor de velocidades aparentesde P na base movel
v =z — x*. (7.11)

Seja w = axial(§2) o vetor axial de 2, denominado vetor das velocidades angulares da base mo-
vel. Assim (7.11), com a ajuda de (7.4), torna-se

vV'=v—%) —wxXp. (7.12)
Derivando-se (7.10) no tempo mais uma vez e introduzindo-se (7.8), tem-se

¥o= (8 - Qi - Qz*) &+ (i — Q2") Ne; =

) (7.13)
= (& — 203" — Qz" + 2°z") € .
Introduzindo-se (7.11) em (7.13), tem-se
'f,i:(1'5—29(1)*+.Q:I:*)—Q:I:*—|—.f22:c*)-éi: 1
:(ﬁ—QQv*—Qzaz*—Qw*)-@. .
Pode-se entdo definir o seguinte vetor de aceleragOes aparentesde P na base movel
a = & —20v° — %z — Qz* . (7.15)

Seja w o vetor axial def2 , denominado vetor das aceleraces angulares da base moével. Assim
(7.15), com a ajuda de (7.5), torna-se

o' =a—%) —2wxXv —wXx(wxz")—wxz. (7.16)
Observagéo 7.2
As parcelas de (7.16) recebem os seguintes nomes:
a) Aceleragio de Einstein™:  —;
b) Aceleracgio de Coriolis®: —2w X v*;
c) Aceleragdo cetrifuga: —w X (wxz")
d) Aceleragio de Euler*®: —w xx".
Observagéo 7.3
Note-se que
v =", (7.17)

s€ € somente se

i) =w =o, (7.18)

3 Albert Einstein (1879-1955)
3% Gaspard Gustave de Coriolis (1792-1843)
36 Leonhard Euler (1707-1783)
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ou seja, se o referencial movel esta fixo também. Da mesma forma,
a=a", (7.19)
se € somente se
Iy =w=w =0, (7.20)

ou seja, quando o referencial mével estiver em movimento retilineo uniforme (MRU) em relacdo ao
referencial fixo.

1.3  Terceiro Principio ou Principio das Forcas

A influéncia de outros pontos materiais sobre o movimento de um ponto material pode ser caracte-
rizada por um vetor, denominado forca, valendo, a cada instante, a super posicao dos efeitos.
Observagéo 7.4

Este principio afirma que a interacdo entre os pontos materiais ¢ representada por uma grandeza de
natureza vetorial denominada forga. Além disso, a forga f que outros pontos materiais exercem

sobre um ponto material ¢ a soma vetorial das for¢as que cada ponto material exerce sobre ele e
estas forgas ndo dependem do observador.

Definigdo 7.1: Ponto material isolado
Chama-se ponto material isolado um ponto material para o qual f = o.

1.4  Quarto Principio ou Principio da Inércia

Para um referencial fixo todos os pontos materiais isolados estdo em repouso ou em movimento
retilineo uniforme.

Observagéo 7.5

Este principio também ¢ conhecido como Primeira Lei de Newton.

Observacéao 7.6

Todo referencial fisico, para o qual o Principio acima ¢ valido, recebe o nome de referencial inerci-
al. Um teorema de facil demonstracdo ¢ que qualquer observador em repouso ou em movimento
retilineo uniforme em relagdo a um referencial fixo contém também um referencial inercial.

Observagéo 7.7

Referenciais inerciais sdo identificados através de pontos materiais. Conforme a escala do proble-
ma, utiliza-se, para isso, pontos sobre a superficie da Terra, o centro da Terra, o Sol ou estrelas dis-
tantes.

1.5 Quinto Principio ou Lei da Conservacdo da Massa

A cada ponto material de um sdlido rigido e em cada instante fica associado o escalarm > 0,
constante no tempo, denominado massa inercial.
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1.6 Sexto Principio ou Principio Fundamental da Dinédmica
Em qualquer referencial inercial, vale
f=ma. (7.21)

Observacéo 7.8

Este principio também ¢ conhecido como Segunda Lei de Newton.

Exemplo 7.2: Referenciais ndo-inerciais

Considere-se, agora, a Segunda Lei de Newton (7.21) em um referencial ndo inercial. Introduzindo-
se (7.16) em (7.21), tem-se

f* = ma*, (7.22)
onde
ffF=Ff—mid) — m2wxv" —mw x(wxz")—mwxz". (7.23)
Logo, para o observador movel, a segunda lei de Newton ¢ dada por (7.22) com a for¢a dada por
(7.23). O termo
f® =—-mid&) — m2w X v* —mw X (wxXz")—mw X (7.24)
¢ denominado de forca aparente de inércia e suas parcelas t€ém os nomes correspondentes as acele-
racoes:

e Forca de Einstein:  —m,

e Forca de Coriolis: —2mw x v*

e Forca centrifuga: —mw X (w x ")
e Forga de Euler: —mw X T

Observagéo 7.9

As duas Leis de Newton acima dependem da existéncia de referenciais inerciais, sobre cuja deter-
mina¢do nada ¢ dito. Um dos desejos mais persistentes da Fisica Moderna tem sido o de remover
esta questdo dos Principios da Mecéanica, algo que Einstein tentou em sua Teoria Geral da Relativi-
dade. O conceito de forga também tem sido questionado, uma vez que ela depende estranhamente
do referencial, como (7.23) mostra. Mach mostrou que ¢ possivel construir uma Fisica sem este
conceito. Outra questdo incomoda ¢ a igualdade entre a massa inercial e a massa gravitacional (a
que entra na Lei da Gravitacdo de Newton).

Observacéo 7.10

Para a Engenharia Civil, a superficie da Terra ¢ uma boa aproximagao de um referencial inercial. As
vezes ¢ necessario considerar o centro da Terra como um referencial inercial e, assim, as forcas apa-
rentes de inércia devidas a rotacdo da Terra precisam ser consideradas.

1.7  Setimo Principio ou Principio da Acao e Reacéao

A toda acdo corresponde uma reacao contraria de mesma intensidade e direcéao.

160



Observacéo 7.11

Este principio também ¢ conhecido como a Terceira Lei de Newton. Ele afirma que, se f;; € a forga
que o ponto j exerce sobre o ponto ¢ € se f; € a for¢a que o ponto 7 exerce sobre o ponto j, entdo

i = =T - (7.25)

Exemplo 7.3: Sistemas de pontos materiais

Considere-se um sistema formado por n pontos materiais. No exterior deste sistema suponha-se
que existam m pontos materiais. Seja f;; a forga exercida pelo ponto j sobre o pontoi. Sobre

um ponto material ¢ do sistema age a seguinte forca

n m
L= Fi+> fn- (7.26)
=1 k=1
Chamando de z;, v;, a; € m; o vetor posi¢do, a velocidade, a aceleracdo e a massa do ponto mate-

rial 4, pode-se escrever a segunda lei de Newton da seguinte forma

O momento linear, ou quantidade de movimento, de um ponto material 7 € definido por
O momento linear do sistema ¢ dado por
A=>"XN. (7.29)
i=1
O momento angular de um ponto material i em relagdo a origem ¢ dado por
Hi = x; X (mv;) . (7.30)

O momento angular do sistema ¢ dado por

B= (7.31)
i=1

A forca e 0 momento externos, este em relagdo a origem, atuantes sobre um sistema sdo definidos
por

for = S°5°F, (732)

i=1 k=1

Mext = Zzwz X .ﬁj ) (733)

i=1 k=1
respectivamente. Com a ajuda da terceira lei de Newton, ou seja, de (7.25) e (7.26), tem-se que

foa =D - (7.34)
i=1

Supondo-se adicionalmente que as forgas f;; entre os pontos i € j sejam centrais, isto €, que elas
atuem na dire¢@o da linha que os une, pode-se demonstrar facilmente que
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Myt = Zmz X fi, (7.35)
1=1

Diferenciando-se (7.29) e (7.31) em relacdo ao tempo, obtém-se

A= ma, (7.36)
. i—1
o= imi X (m;a;) . (7.37)
Portanto, comparando-se (7.34), (7.27) e (l;.136), tem-se
for = A (7.38)
De (7.35) e (7.37), vem
Meyy = [ - (7.39)

(7.38) € (7.39) sdo as leis da dindmica de um sistema de pontos materiais.

Observagéo 7.12

Observe-se que, se o sistema for isolado, ou seja, se

ﬁ:xt = Mt = 0, (740)

entao
A=p=o. (7.41)

Portanto, num sistema isolado, os momentos linear ¢ angular se conservam.

2 Principios da Mecanica dos Sdélidos Rigidos

2.1 Primeiro Principio

SAlidos rigidos sdo conjuntos continuos de pontos materiais movendo-se hum espaco fisico que é
um espaco afim euclidiano de dimensdo trés(&; ), de modo que a distancia relativa entre os seus

pontos materiais permaneca constante.

2.2  Segundo Principio

Os conceitos relativos ao tempo, como, por exemplo, os conceitos de intervalo de tempo, de prece-
déncia e de simultaneidade sdo absolutos, ou sgja, ndo dependem do observador.

Observagéo 7.13

Com estes dois principios ¢ construida toda a cinematica dos so6lidos rigidos. E instrutivo recordar-
se esta cinematica com as ferramentas apresentadas neste texto.

Exemplos 7.4: Cinematica de solidos rigidos

O movimento de um soélido rigido ja foi apresentado no item 6.10, sendo descrito por
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z(z',t) =z (1) + Q(t)(z" —x), (7.42)
com  sendo uma rotacdo, com x ¢ " sendo os vetores posi¢ao de um ponto material qualquer
do solido nas configuragdes atual e de referéncia e com x; e x; sendo o vetor posi¢cdo do ponto 0
na configuragdes atual e de referéncia. Note-se que

z—xy=Q(z" —xy), (7.43)
ficando facil mostrar que
& — @l = |2 — ] (7.44)

uma vez que @ ¢é ortogonal, isto ¢, Q7Q = I . O deslocamento de um ponto qualquer do sélido é
dado por

u=x—x . (7.45)
O deslocamento do ponto 0 é, por sua vez, dado por
Uy = Ty — I - (7.46)
Diferenciando-se no tempo (7.42), obtém-se a velocidade
v=1u (7.47)
de um ponto material em func¢do da velocidade do ponto 0
v=v4+Q(z" —x})=vy +QQ" (x —xy) = vy + N (x —x), (7.48)
onde
2 =QQ" (7.49)

¢, por definicdo, o tensor das velocidades angulares do solido. £2 é um tensor anti-simétrico, isto é,
N7 = —Q, resultado este obtido a partir da diferenciagio de Q7Q = I no tempo. Seja w o
vetor axial de §2 , denominado vetor das velocidades angulares do solido. Assim (7.48) torna-se

v=v)+wXx(x—x) . (7.50)

Diferenciando-se no tempo (7.48) mais uma vez, obtém-se a aceleragdo de um ponto em funcdo da
aceleragdo do ponto 0

a=a +2(x—3)+R(E—2)) =ay +2(x—x)+ > (z—x) . (7.51)

Seja w o vetor axial de§2 , denominado vetor das aceleragdes angulares do sélido, entdo de (7.51)
tem-se
a=ay+wx(zx—x)) twxwx(x—x)]. (7.52)

(7.42), (7.50) e (7.52) descrevem completamente a cinematica de um solido rigido.

2.3  Terceiro Principio

A influéncia de outros sélidos no movimento de um sdlido rigido fica, em cada instante, caracteri-
zada pelas forcas distribuidas no volume do solido b, pelas forcas distribuidas na superficie do
solido t, pelos momentos distribuidos no volume do sdlido g, pelos momentos distribuidos na

superficie do sdlido h, pelas forgas concentradas f; e pelos momentos concentrados m,; nos pon-
tos descritos por x; .

163



Observacéo 7.14

Seja V' aregido do espago ocupada pelo sélido em cada instante e seja S a superficie externa deste
volume. Pode-se, entdo, escrever as seguintes resultantes

Foxt vadeJrfStdSJr;ﬁ e .

My :fva:xde%—fsthdS—kzn:azixfi —|—fvng+fShdS+§:mi.
=1 i=1

2.4  Quarto Principio ou Principio da Inércia

Para um referencial fixo todos os pontos materiais isolados estdo em repouso ou em movimento
retilineo uniforme.

2.5 Quinto Principio ou Lei da Conservacdo da Massa
A cada ponto material de um sdlido rigido e em cada instante fica associado o escalar p > 0, de-
nominado massa especifica, de modo que a sua massa inercial se conserve.
Observagéo 7.15
Veja que
dm = pdV (7.54)

faz o papel de massa do ponto material. dm se conserva, ou seja, € constante no tempo.

Definigdo 7.2: Momento linear e momento angular
O momento linear e o momento angular em relagdo a origem de um soélido rigido sdo definidos por

)\:fvp'vdV e ,u,:fvwx(pv)dv, (7.55)

respectivamente.

Propriedade 7.1
Introduzindo-se (7.50) na primeira equacdo de (7.55), tem-se

A= My, +w x s (7.56)
onde

M= fvpdV e 5 = fvp(a: —zy)dV (7.57)
sdo, respectivamente, a massa do sélido e o momento estatico em relagdo ao ponto 0.

Defini¢éo 7.3: Centro de gravidade
Quando 0 ¢ o centro de gravidade do sélido, por defini¢ao,
sy =o0. (7.58)

Observacéo 7.16
Quando 0 ¢ o centro de gravidade do sélido, de (7.56) e (7.58), decorre
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A= M, . (7.59)

Propriedade 7.2: Tensor de inércia
Introduzindo-se (7.50) na segunda equagdo de (7.55), tem-se
n = x va[vo +wx(x—ax5)]pdV + fv(w—wo)x['uo +wXx(x—xy)]pdV . (7.60)

Mas, como se verificou em (2.127),

(z—zp)x[wx(z—zp)]=[(z—2) (z—x) Jlw —[(z—) - w](z—2)) = (7.61)
=l(z—z) (z—x)] —(z—2)) ®(z—xp) |w . '
Logo,
n=xyx (Mvy)+ g X (w X8))+ 8y Xxvy + Jw , (7.62)
onde
J = fv[(w—wo)'(m—mo)I—(w—wo)®($—mo)]pdV (7.63)
¢ o tensor deinércia do sélido. Observe que J ¢ simétrico.
Observacgéo 7.17
Quando 0 ¢ o centro de gravidade do sélido, tem-se
n=xyx(Mvy)+ Jw . (7.64)

Observacéo 7.18

Note-se que J = J(t), isto &, o tensor de inércia varia no tempo. Na configuracdo de referéncia
resulta

0= [ =) (@ —al) T (a7~ ah) @ (a7~ ah)]pdV (7.65)
que ¢ constante. Logo, com a ajuda de (7.43), tem-se
J=QJ Q" (7.66)

J" :QJTQT +QJ7‘QT —
=0QJQF —QJI QTN = (7.67)
=0J-JN.

Observagéo 7.19

Diferenciando-se (7.55) no tempo e considerando-se que dm = pdV se conserva, obtém-se

A= fvpadV e

(7.68)
1= av .
Iz fv z % (pa)
Introduzindo-se (7.52) na primeira equacdo de (7.68), tem-se
A= Mag +w X8 +wx(wxsy). (7.69)
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Quando 0 ¢ o centro de gravidade do so6lido, tem-se
X = Ma, . (7.70)

Introduzindo-se (7.52) na segunda equagao de (7.68), tem-se

,u,:azova[ao Fwx(x—xy) +w X [wx(x—xy)]]pdV +

(7.71)
+fv(m—m0)x[a0 Twx(z—2) twx[wx(z—2)]]pdV .
Assim, verificando-se que
(z—xp) x{w x[wx(z—x))]} =
(7.72)
=wXx[(x—xy) (x—xp) I —(x—x)) @ (. — 1) |w .
e efetuando-se as devidas manipulac¢des, chega-se em
= xy X (May) + xp x (w X 8) +
. (7.73)
4+ xy X [w X (wxsy)]+ 8 xay+Jw+wx(Jw).
Observacéo 7.20
Quando 0 ¢ o centro de gravidade do sélido, tem-se
pn=1xyx(May)+Jw +w x(Jw). (7.74)
Quando o pélo do momento angular € o centro de gravidade do sélido, (7.74) reduz-se a
p=Jw+wx(Jw). (7.75)

2.6  Sexto Principio ou Leis de Euler

A cada ponto material de um solido rigido fica associado o escalar p > 0, denominado massa es-
pecifica, de modo que, em cada instante, em qualquer referencial inercial

For = A (7.76)

My = [ (7.77)

Observagéo 7.21
A segunda Lei de Euler, equacdo (7.77), precisa, no contexto dos solidos rigidos, ser formulada e
ndo ¢ um teorema como no contexto dos sistemas de pontos materiais, equagdo (7.39).
Exemplos 7.5: Dindmica de solidos rigidos
Introduzindo-se (7.69) e (7.73) em (7.76) e (7.77), tem-se:
foxst = Mag +w X8y +wx(wxs) e
Moy = Tg X (Magy ) + o X (W X 89 ) + (7.78)
+ oy X [w X (wXxs8y)]|+ 8 xag+ Jw +wx(Jw).
Quando 0 ¢ o centro de gravidade do sodlido, as equacdes de (7.78) reduzem-se a

fot = May e my =xy X (May) +Jw +w x(Jw). (7.79)
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Quando o centro de gravidade ¢ escolhido como po6lo do momento externo e do momento angular,
as equagodes de (7.79) reduzem-se a

fxt =May e my =Jw+wx(Jw). (7.80)
Observagéo 7.22
Quando o sdlido rigido ¢ isolado, ou seja, quando
Joxt = Moy = 0, (7.81)
de (7.80) conclui-se que
a=0 ¢ Jw=-wx(Jw). (7.82)

Logo, o centro de gravidade de um solido rigido isolado estd em MRU, mas ndo se tem necessaria-
mente w = w = o0, ou seja, os demais pontos do sélido podem ndo estar em MRU. Quem ja jogou
algum esporte com bola sabe muito bem disso.

2.7  Sétimo Principio
A toda acao corresponde uma reacéo contraria de mesma intensidade e direcéo.

3 Principios da Mecanica dos Solidos Deformaveis

3.1 Primeiro Principio

SAlidos deformaveis sdo Meios Continuos, cujos pontos materiais movem-se num espaco fisico que
€ um espaco afim Euclidiano de dimenséo trés(&; ) .

3.2 Segundo Principio

Os conceitos relativos ao tempo sdo absol utos.

Observagéo 7.23

Com estes dois principios foi elaborado todo o estudo das deformacdes.

3.3  Terceiro Principio

A influéncia de outros solidos no movimento de um solido deformavel fica, em cada instante, carac-
terizada pelas forgas distribuidas no volume do solido b e pelas forgas distribuidas na superficie
do sdlido .

Observagéo 7.24

Observe-se que os tipos de esforgos atuantes foram restringidos. Forcas concentradas poderiam ser
introduzidas, mas requerem um formalismo matematico mais complexo. A introdu¢cdo de momentos
distribuidos ou concentrados requer que o Meio Continuo utilizado seja generalizado.

Observagéo 7.25

Seja V' aregido do espaco ocupada pelo solido em cada instante e seja S a superficie externa deste
volume. Pode-se, entdo, escrever as seguintes resultantes
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fou :fvde+fStdS e My :fva:xde—i—fwatdS. (7.83)

Seja V" a regido do espaco ocupada pelo solido na configuragdo de referéncia e seja S” a superfi-
cie externa deste volume. Seja " o vetor posi¢do de um ponto material na configuragdo de referén-
cia e seja « o vetor posicao do mesmo ponto material na configuracdo atual.

Observacéo 7.26

Pode-se, agora, definir as forgas distribuidas b e¢ t", que atuam na configuragdo atual, tais que,
para um mesmo ponto material,

bV =bdV e t'dS" = tdS. (7.84)

b" ¢ a forga de volume por unidade de volume na configuragdo de referéncia e t" ¢ a forca superfi-
cial por unidade de area na configuracao de referéncia. Com (7.84) podem-se efetuar as integrais de
(7.83) na configuracdo de referéncia, ou seja,

fou = fw bV + fs HAST e Mgy = fwm X b dV" + fsrmxtrdSr . (7.85)

3.4  Quarto Principio ou Principio da Inércia

Para um referencial fixo todos os pontos materiais isolados estdo em repouso ou em movimento
retilineo uniforme.

3.5 Quinto Principio ou Lei da Conservacdo da Massa

A cada ponto material de um solido rigido e em cada instante fica associado o escalar p > 0, de-
nominado massa especifica, de modo que a sua massa se conserve.

Observacéo 7.27
Em cada instante

dm = pdV (7.86)
faz o papel de massa do ponto material. Como a massa de um ponto material deve-se conservar,
pode-se concluir que dm ¢é uma constante. Chamando de p” a massa especifica na configuracéo de
referéncia, tem-se

pdV = prdV" . (7.87)
Assim, com a ajuda do Jacobiano da transformacao
av
=detF = — 7.88
J € dV7 ) ( )
pode-se concluir que
Jp=p". (7.89)

(7.89) é conhecida como Lei da Conservacdo da Massa.

Propriedades 7.3

e Considere-se que um tensor I' seja funcdo de um parametro ¢ e que a derivada de uma

grandeza (> em relagdo a este parametro seja dada porce)’. Entdo, pode-se verificar que
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(detT) = detT (T7:T'). (7.90)
Para se deduzir (7.90), veja-se que a derivada de (2.133), levaa
(T'a)- (Tb)x (Te)+ (T'd)-(Te)x(Ta) + (T'c)  (Ta)x (Tb)

detT) = 791
(detT') 7 bxo (7.91)

Introduzindo-se (2.134) trés vezes em (7.91) e fazendo-se a = ¢;, b = e; ec = e3, tem-

se

(detT) = (detT)[(T'T'e;)- €] = (detT)tr(T'T"),

donde se chega em (7.90).

e Aplicando-se (7.90) a (7.88), com { = ¢, obtém-se
J=JFT.F. (7.92)

A derivada no tempo de (7.89) fornece, com a ajuda de (7.92), o seguinte resultado
p=—pF T .F. (7.93)
(7.93) expressa de uma outra forma a lei de conservagdo da massa.

De (7.92) decorre também que

3F JF~T (7.94)

Definigdo 7.4: Momento linear e momento angular

O momento linear e o momento angular em relagéo a origem de um solido deformavel sdo, respec-
tivamente, definidos por

A= fvvpdV e ,u:fv(:cxv)pdv. (7.95)
As integrais de (7.95) podem ser transformadas para a configuracdo de referéncia, como se segue
)\:fva av’ e u:fw<m><v)p avr. (7.96)

3.6  Sexto Principio ou Leis de Euler

Em cada instante, em qualquer referencial inercial

.ﬁext = )‘ € Mgy = /J' . (797)

3.7  Sétimo Principio

A toda acdo corresponde uma reacao contréria de mesma intensidade e direcéo.
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Estatica e Dinamica dos

Solidos Deformaveils

1 Tensoes

1.1 Tensor das Tensbes de Cauchy

1.1.1 Principio de Cauchy

Uma parte de um sélido deformavel também deve ser um sélido deforméavel. Isto sugere que o vetor
tensao (ou forga superficial) ¢ também deva existir internamente a um sélido. Esta hipotese ¢ tam-
bém conhecida como Principio de Cauchy®. Fisicamente ele diz que, ao se efetuar um corte hipoté-
tico separando um s6lido em duas partes, nas superficies criadas existirdo forgas distribuidas ¢ que
representam a a¢do de uma parte sobre a outra. A forga superficial ¢ que atua no interior do s6lido
depende evidentemente da superficie de corte. Por isso, no interior de um s6lido, indica-se o campo
vetorial £ por meio de £ = t(x,n ), onde n designa o vetor normal a superficie sobre a qual ¢
atua. O Principio de Cauchy ndo ¢ um teorema, pois as agdes entre as duas partes do sélido poderi-
am se dar através de forcas e momentos distribuidos sobre uma certa distancia do hipotético corte.
Isto ocorre por exemplo nos Plasmas. Apesar disto muitos textos de Resisténcia dos Materiais ainda
chamam erroneamente este principio de Teorema do Corte.

1.1.2 Teorema do Disco

Seja uma regido na configuragao atual com a forma de um pequeno disco de espessura dh e duas
bases paralelas dS com contorno I, conforme a Figura 8.1. Assim a Primeira Lei de Euler fornece

tcn>dS +t—n>dS + (frtdf)dh + bdhdS = piidhds . (8.1)
onde a dependéncia de p, ¢, b ¢ © com x ndo foi indicada para ndo carregar a notagdo. Fazendo-se
dh — 0, tem-se que

tc—n> = —tno>. (8.2)

(8.2) € consistente com o Principio da A¢do e Reagao.

37 Augustin Louis Cauchy (1789-1857)
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1 an

Figura 8.1: Disco infinitesimal na configuracéo atual

1.1.3 Teorema de Cauchy

Aplicando-se, agora, a Primeira Lei de Euler a uma regido infinitesimal na configuragdo atual com a
forma de um tetraedro com as arestas orientadas conforme a base {e;,ey,e;}, de acordo com a

Figura 8.2 abaixo, pode-se escrever

3
> t(—e)dS; + tn>dS + bdV = pudV . (8.3)
i=1

onde a dependéncia de p,t, b e 4 com x ndo foi indicada para ndo carregar a notacdo. (8.3) ¢ a

expressao do equilibrio de forgas no tetraedro.

tin>

6‘3/
Figura 8.2: Tetraedro Infinitesimal na Configuragédo Atual

De acordo com (8.2), tem-se

t(—e)=—t(e) (8.4)
e constatando-se que

das; = (e;-mn)ds (8.5)
tem-se de (8.3)
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’ dv
Y t(e)(e-n) =t + (b—pii)—. (8.6)
i=1 s
Entretanto, da geometria tem-se

av 1
75 = gdh , (8.7)
onde dh ¢ a correspondente altura do tetraedro infinitesimal. Fazendo dh — 0, de (8.6) chega-se
em

3
tcn> =) t(e)(e-m). (8.8)
=1

Definicéo 8.1: Tensor das tensdes de Cauchy

Definindo-se o tensor de segunda ordem T através de

3
T:Zt(ei)(g)ei? (89)
i=1
tem-se de (8.8) que
tcn>=Tn. (8.10)

O tensor T' ¢ denominado tensor das tensdes de Cauchy.

Observacéo 8.1

Note-se que (8.9) fornece também uma interpretacdo fisica para as colunas da matriz de T'. Elas
sdo formadas pelas componentes do vetor tensdo ou da forca superficial ¢ nos planos de nor-
male;, 1 = 1,2,3.

Observagéo 8.2
Como sera demonstrado ainda neste Capitulo, 7' é simétrico, ou seja,
T=1". (8.11)

(8.11) decorre da aplicagdo da segunda Lei de Euler ao mesmo tetraedro infinitesimal.

1.1.4 Tensoes Normais

Defini¢éo 8.2: Tensédo normal
A tensdo normal atuante em um ponto sobre uma superficie de normal n ¢ definida por
c=t-n. (8.12)

Definigéo 8.3: Vetor tensdo normal
O vetor tensdo normal ou a forga superficial normal atuante sobre a mesma superficie ¢ dado por
o =0on. (8.13)

A Figura 8.3 esclarece o significado fisico da tensdo normal e do vetor tensdao normal.
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=

Figura 8.3: TensGes normais e tangenciais

Propriedades 8.1

Com a introducdo de (8.10) em (8.12), tem-se que a tensdo normal é dada pela seguinte forma qua-
dratica

c=n-Tn. (8.14)

Como T ¢ simétrico, ele possui trés autovalores reais denominados tensbes principais
o;,t = 1,2,3, as quais sdo as tensdes normais que atuam em planos de normaisé;, i = 1,2, 3, res-

pectivamente. Estes vetores normais sdo auto-vetores de IT' e sdo ortogonais entre si. Logo,
e;, i = 1,2,3, formam uma base ortonormal. Nestes planos atuam somente tensdes normais ou for-

c¢as superficiais normais, isto €, neles
ttn>=0om, n=2¢, =123. (8.15)
Além disso, pode-se afirmar

Omax = max{al,az,ag} € Omin = min{01702703} . (816)

Observagéo 8.3
E usual ordenar-se as tensdes principais de forma que
(%] Z 09 Z g3 . (817)

Este texto adotara doravante esta convengao.

1.1.5 Tensbes Tangenciais

Definigéo 8.4: Vetor tenséo tangencial
O vetor tensdo tangencial ou a forga superficial tangencial ¢ definido por
T=t—0. (8.18)

Definicéo 8.5: Tensé&o tangencial
A tensdo tangencial ou tensdo de cisalhamento 7 ¢é dada pela magnitude de 7 , ou seja,
T=ITI. (8.19)

A Figura 8.3 ajuda a esclarecer o significado fisico da tensdo tangencial e do vetor da tensdo tan-
gencial.
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Observacéo 8.4
Outras expressoes para o calculo de 7 sdo

T=IT—-nn)t=(nxt)xn. (8.20)

Observagéo 8.5
A norma de (8.20) poder computada por meio de
P=I-non)t]-[((I-non)t]=
=t (I-nen)Pt=t-(I-nn)t=

=t-[(nxt)xn]l=(nxt)-(nxt)= (8.21)
= nxt|?.
Logo, uma outra expressao para o calculo de 7 ¢
T =|nxt|=|nx(Tn)|. (8.22)

Propriedades 8.2

: . : o 1
Por analogia com as pequenas deformagdes do item 6.11, substituindo-se € por o e 570 por T,

pode-se concluir que

Omax — Omi
— max min 823
Tmax 2 J ( )
ou
Tmax — <L ;US ) (824)
se (8.17) for adotada. Esta tensao atua sobre a superficie de normal
n =4 igél + ?ég’ . (8.25)

0y

Figura 8.4: Circulos de Mohr
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Para n noplanode ¢ e €;, 4,7 = 1,2,3,i = j, o e 7 satisfazem, também por analogia com as

pequenas deformagdes do item 6.11, as equacdes dos 3 circulos de Mohr, a saber
. \2 _g.\2
(a—%) 42 :(%) C ii=123i= (8.26)

., o, +0; .
No plano o x 7, (8.26) representa trés semi-circulos com centros em C' = (%,0) € raios

O'Z'—O']'

R =

‘ , como ilustrado na Figura 8.4.

1.1.6 Tensbes Principais

Definicéo 8.6: Equacao caracteristica

Considere-se que a matriz das componentes do tensor das tensdes em uma base ortonormal seja
dada porT = [Tl-j } . A equacdo caracteristica do tensor das tensoes ¢

o —Lo*+Lo—-1,=0, (8.27)
ondel;, 1 = 1,2,3, sdo coeficientes dados por
I =Ty + 1y + T3z,
Iy = Ty Tyy + ToeTys + TysTyy — 15 — T — T5 e (8.28)
Iy = Ty DTy + 215 Ts Ty — Ty T — Ty T — Ts T3
I;,i =1,2,3, sdo denominados invariantes principais do tensor das tensdes. Invariantes porque

independem da base onde o tensor 1" ¢é representado.

Observagéo 8.6

Outras expressoes para os invariantes (8.28) sdo
Il =tT =1: T,
I :%[(trT)Z—trTQ]:%[(T:T)Q—(I:T)Q] e (8.29)
I3 =detT .

Defini¢do 8.7: Tensdo normal média
A tensdo normal meédia ¢ definida por

1
Om :§(I:T). (8.30)
Propriedades 8.3
Logo, tem-se para a tensdo normal média
1 1
Om 2511 :g(Tn—f'TQQ—i‘ng)- (8.31)
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Definigdo 8.8: Tensor esférico e antiesférico das tensdes
O tensor esférico das tensoes ¢ definido por
T =o0,1 (8.32)
e o tensor antiesférico das tensdes por
T =T -T°. (8.33)

(8.33) deixa clara a nomenclatura antiesférica.

Observagéo 8.7
Outra notacdo para (8.32) e (8.33) ¢
T° =Sph(T) e T* =Dev(T), (8.34)

na qual foram introduzidos os operadores Sph e Dev de (2.144).

Observacéao 8.8

O escalar
P =—0n (8.35)
¢ denominado pressao hidrostatica.
Defini¢do 8.9: Equacéo caracteristica do tensor antiesférico das tensdes
A equagao caracteristica de T? ¢
3 — Tt —Jys —J3 =0, (8.36)

ondeJ;, 1 = 1,2,3, sdo coeficientes dados por
Jl =0 )

1
Jy = 6[(Tll — Ty )’ + (T — T3> +(Ty3 — Ty )’ |+ T3 + T + T3 =
(8.37)

1
=_I} -1
31 2 €

2 1
Jy = —=I} —=LI, + I .
3 = oo i —ghby + 13
J;, 1 = 1,2,3, sdo denominados invariantes do tensor antiesférico das tensdes, pois independem da

base onde o tensor T'* ¢ representado.

Observagéo 8.9

Outras expressoes para os invariantes (8.37) sdo
J=uT?* =0,
Jy = %(trTa )y = %(Ta (T e (8.38)
Jy = detT? .
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Propriedades 8.4
Sejam s;, i = 1,2,3, as raizes de (8.36), ou seja, as tensdes principais antiesféricas. E facil verificar
que

o =04+, t=123. (8.39)
Também ¢ facil verificar que T' e T tém os mesmos auto-vetores, ou seja, as mesmas dire¢des
principais.
Definigdo 8.10: Tensdes octaédricas

O plano, cuja normal ¢é

n, = ?él +?ég +§é3 5 (840)

¢ conhecido como plano antiesférico ou plano octaédrico. A tensdo normal ¢ a tensdo tangencial

neste plano sao
Oy =0y € Ty = 1[% (8.41)

(8.41) sdo conhecidas como tensdes octaédricas e fornecem uma interpretacdo fisica para I eJs.

Propriedades 8.5
Considere-se, agora, o espago tridimensional descrito pelos eixoso;, i = 1,2,3, tensdes principais

de T', conforme a figura 5.3 abaixo. Seja um eixo passando pela origem deste espago e com a dire-
¢do e sentido demn, . Ele é denominado eixo hidrostatico. Um estado de tensdo com tensdes princi-

pais o;, 7 = 1,2,3, corresponde a um ponto P no espaco da Figura 8.5.

P(Up%?as)

Figura 8.5: Espaco das tensGes principais

() ¢ a projecao de P sobre o eixo hidrostatico, ou seja, () ¢ a interseccdo do plano antiesférico
que passa por P com o eixo hidrostatico. Sejam as seguintes coordenadas

¢=(0G) n, e r=|QP|, (8.42)

como estdo representadas na Figura 8.5. E facil mostrar que
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Propriedades 8.6

Pode-se mostrar que

1
o = lim (< [ adS) 8.44
m SHO(S s ’ (844)
onde S ¢ a superficie de uma esfera em torno do ponto material. Logo a tensdo normal média ¢
realmente a média de todas as tensdes normais de um ponto material.
Definigédo 8.11: Tens&o tangencial média

Ja a tensdo tangencial média pode ser definida através de

T = %1%4/%(1;7245), (8.45)

onde S ¢ a superficie de uma esfera em torno do ponto material. Pode-se também mostrar que

Tm = /% (8.46)

(8.44) e (8.45) fornecem interpretacdes fisicas para I; e J;.

Observacéo 8.10

E interessante assinalar que, ao se examinar os plano antiesféricos de topo, conforme a Figura 8.6,
encontrar-se-a uma interpretagdo geométrica para o invariante

1 3V3 J,
0 = —arccos .
3 ANGE

Note-se que {¢,7,0} formam um sistema cilindrico de coordenadas no espago das tensdes princi-

pais. Se a ordenacdo de (8.17) for adotada, pode-se mostrar que P esta no setor de 60° indicado na
Figura 8.6.

(8.47)

Figura 8.6: plano octaédrico

As tensoes principais, segundo a formula de Cardona expressa em (2.162), sdo dadas por
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o, cos @
09 = %Il + %\/ 3J2 COS(O — 1200) . (848)
03 cos (6 +1207)

(8.48) fornece as tensoes principais de acordo com (8.17).

1.2 Tensores de Kirchhoff

No Capitulo 7 foi definido o vetor tensdo nominal ou forga superficial sobre a configuragdo atual
por unidade de area da configuracdo de referéncia t", de modo que

t"dS" = tdS (8.49)
para um mesmo ponto material, onde dS" ¢é a area na configuracdo de referéncia do elemento infi-
nitesimal dS, sobre o qual atua a for¢a por unidade de area . De (8.10) tem-se

tdS = TndS . (8.50)

A relagdo de Nanson do Capitulo 2 e do Capitulo 7 de transformacdo de elementos infinitesimais de
area fornece

dS = JFTn"ds" . (8.51)
Introduzindo-se (8.51) em (8.50), e esta em (8.49), obtém-se
t" =JTF Tn", (8.52)

onde F' ¢ o gradiente da transformagdo e J = det F' é o Jacobiano dela.

Definicéo 8.12: 1° Tensor de Piola-Kirchhoff
(8.52) justifica a defini¢do de um tensor

P =JTF ", (8.53)
tal que

t" = Pn’". (8.54)

P pode ser interpretado como o operador vetorial que associa ao plano cuja normal na configura-
cdo de referéncia é dada por n" o vetor tensdo nominal ou forcas superficial por unidade de area de
referéncia t". P ¢ denominado Primeiro Tensor das Tensdes de Piola-Kirchhoff*®.
Observagéo 8.11

Outros nomes para P sao: Tensor Lagrangiano das Tensdes e Tensor das Tensoes Nominais.

Defini¢éo 8.13: 2° Tensor de Piola-Kirchhoff
O tensor das tensdes dado por
S=F'P=JF'TF 7T (8.55)

¢ denominado Segundo Tensor das Tensdes de Piola-Kirchhoff. S ¢ simétrico, como pode-se veri-
ficar em (8.55). E dificil dar uma interpretacdo fisica para S na forma de um operador vetorial. No
entanto, ele ¢ importante, como sera visto ao longo do texto.

3% Gabbrio Piola (1791-1850), Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887)
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Propriedades 8.7

Note-se que de (8.55), tem-se
P =FS. (8.56)

Observagéo 8.12

Note-se que P nao é simétrico, mas o tensor

¥ =JT = PF' = FSF? (8.57)
0é. X ¢é denominado Tensor das Tensdes de Kirchhoff-Trefftz>°, ou simplesmente, Tensor das Ten-
sbes de Kirchhoff.

1.3  Tensores Energeticamente Conjugados

Definigdo 8.14: Tensor energeticamente conjugado

Diz-se que um tensor simétrico das tensdes S~ ¢ energeticamente conjugado com um tensor simé-
trico das deformagoes E" se

S*:E'=P:F. (8.58)
P : F define a poténcia dos esforgos internos por unidade de volume na configuragdo de referén-
cia, como sera visto no Capitulo 12.
Exemplo 8.1

Encontra-se, agora, a expressdo do tensor das tensdes conjugado com o tensor das deformacgdes de
Green. Lembrando-se que

E:%(FTF—I), (8.59)
tem-se, por diferenciagdo no tempo,
E = %(FTF ~F'F). (8.60)
Logo
S:E=58 :%(FTF—/-FTF):S* :F'F=FS : F, (8.61)

onde utilizou-se a propriedade de S ¥ ser simétrico, por definicdo, e as propriedades de permutagao
ciclica do produto escalar de tensores, vistas em (2.110). Comparando-se (8.61), (8.58) e (8.56),
conclui-se que

s'=5, (8.62)

ou seja, o segundo tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff ¢ energeticamente conjugado com o tensor
das deformagdes de Green e assim pode-se escrever

S:E=P:F. (8.63)

Esta talvez seja a melhor interpretacao fisica do segundo tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff.

% Erich Immanuel Trefftz (1888-1937)
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Exemplo 8.2: Tensores de Biot

Seja agora o tensor das deformagdes dado por

E=U-1I, (8.64)
onde U ¢ o tensor dos estiramentos, decorrente da seguinte decomposicao polar de F
F =RU, (8.65)

onde R ¢éum tensor rotagdo, como foi visto em (6.79). FE,; é conhecido como Tensor das Deforma-
¢Oes de Biot ou Tensor dos Alongamentos Lineares. Diferenciando-se (8.64), tem-se

E =U. (8.66)
Vejaque FTF = U?. Logo,
E = %(UU +UU) (8.67)
€
S:E:S:%(UUJrUU):S:UU:US:U:%(SUJrUS):U. (8.68)

Seja S; o tensor das tensdes energeticamente conjugado com (8.64). Entdo, comparando-se (8.68) e
(8.66), conclui-se que

S, :%(SU—i—US). (8.69)
(8.69) é conhecido como o Tensor das Tensdes de Biot.
Exemplo 8.3:
Seja o tensor das deformagdes definido por
1 1
E,=-(I-F'FT)=2(I-U?). 8.70
-2 2 ( ) 9 ( U ) ( )
Derivando-se no tempo vem
E, = %(—U*U*1 ~U'Ut). (8.71)

Como U™'U = I, tem-se que U~'U +U"'U = O. Portanto, tem-se que U ' = -U 'UU"!
e, com a ajuda de (8.67),
E_, = %U‘l (Uu'+U U )UT! = %U‘Q (UU+UU)U? =UEU?. (872
Assim, com S_, sendo o tensor das tensdes conjugado com (8.70), tem-se
S,:E,=8,:UEU?=U7?S,U?:E. (873)
Ao se comparar (8.73) e (8.68), conclui-se que

S, =USU?. (8.74)

Exemplo 8.4: Tensores de Reiner
O Tensor das Deformacdes de Reiner ¢ definido por

E, =I1-U"'. (8.75)
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Como U™' = -U'UU " ¢ com S_, sendo o tensor das tensdes conjugado com (8.75), tem-se

S,:E,=8,:U'vU'=U0"'s,U":U. (8.76)
Ao se comparar (8.76) e (8.68), conclui-se que
S :%U(SU+US)U:U81U. (8.77)

1.4 Taxas de Tensionamento

A derivada no tempo de um tensor das tensdes para um mesmo ponto material € denominada taxa

de tensionamento. Temos, portanto, diversas taxas de tensionamento definidas por T, b)) , PeS.
Note-se, em particular, que, de (8.56), tem-se

P=FS+FS. (8.78)
Por outro lado, de (8.57), tem-se
> =JT +JT = PF" + PF" =S8+ FS + SF" . (8.79)
Logo, as taxas de tensionamento diferem-se entre si.
Exercicios 8.1

Mostre (8.20);
Mostre (8.41);
Mostre (8.43);
Mostre (8.44) e (8.45);

e Mostre que S| = %(RTP + PTR).

e Mostre que S o = CSC, onde C = FTF ¢é o tensor dos estiramentos quadraticos de

Cauchy
e Determine o, € Omin» € 08 planos onde ocorrem, T, € T, € 0S planos onde o-
correm, circulos de Mohr, e o, 7, 0 e T no plano de normal n = ?él + TQéQ para o
tensor de Cauchy, cuja matriz de componentes em uma base ortonormal ¢ dada abaixo
-2 1 -1
T=|1 2 2 |MPa
-1 2 4
e Determine T e P com
1,01 0,98 0,95 -2 1 -1
F =097 1,02 1,01] e S=|1 2 2 |MPa.
0,93 0,99 1,03 -1 2 4
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2 Equacdes Globais do Movimento e do Equilibrio

2.1 Equac0es Globais do Movimento

As equagdes globais do movimento de um sélido deformavel sdo dadas pelas Leis de Euler. Estas
podem ser expressas na configuracio atual, como abaixo,

Foxt :fvbdv+fstdszfvpu‘dv e

(8.80)
Mgy = fva: x bdV + fsm x tdS = fvm x pudV |
ou na configuracdo de referéncia, como se segue,
for = fvrb dv' + fsrt as" = fw piidV" e s

My = fvrm X bTdV" + fsm X tTdS" = fv,_m X prid VT .

2.2  Equac6es Globais do Equilibrio

Em problemas estaticos ou quase-estaticos ndo se consideram, por hipotese, as aceleragdes. Resul-
tam, entdo, de (8.80) e (8.81), as seguintes equagdes globais do equilibrio na configuragio atual,

fou :fvde+fStdS:o e

Myeyi :fvzcxde—i—mextdS:o,

e na configuragdo de referéncia
. T T T ro__
fou _fwb dv +fsrt dS" = o e

Moy = ow xb"dV" + fST:IZ xt'dS" =o.

(8.82)

(8.83)

3 Equacdes Locais do Movimento e do Equilibrio

3.1 Equacles Locais do Movimento

3.1.1 Primeira Equacéo de Cauchy

Aplicando-se o Teorema do Divergente, conforme (3.65), ¢ lembrando-se de (8.10), da integral de
superficie na primeira equacdo de (8.80) tem-se

fstdS - fSTndS - fv divTdV . (8.84)
Com o resultado acima em (8.80), obtém-se
fv(diVT—i—b—pi},)dV:o. (8.85)

Como (8.85) vale para qualquer parte do solido, o integrando deve ser identicamente nulo emV', ou
seja,

divI'+b=pu emV, (8.86)
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conhecida como a Primeira Equacdo Local do Movimento ou, também, como a Primeira Equacao
do Movimento de Cauchy.
3.1.2 Segunda Equacao de Cauchy

Aplicando-se o Teorema do Divergente na integral de superficie da segunda equagao de (8.80), con-
forme (3.73), tem-se

fsthdS:fswx(Tn)dS:fv[a:xdiVT—|-21-]dV, (8.87)
onde 7 = dual (T"). Introduzindo-se a expressao acima em (8.80) resulta
fv[27' +zx(divT +b—pii)]dV =o. (8.88)
A expressdo entre parénteses ¢ nula, conforme (8.86). Portanto
fVTdV ~o0. (8.89)
Como (8.89) vale para qualquer parte do sé6lido, tem-se que
T =0 emV. (8.90)
Conforme (2.124), se 7 = o entdo o tensor T' ¢ simétrico, isto é
T =T emV. (8.91)

(8.91) ¢ a Segunda Equacéo Local do Movimento ou Segunda Equagéo do Movimento de Cauchy.

Observacéo 8.13

De (8.81), com a aplicacdo do Teorema do Divergente, obtém-se de forma analoga a (8.86) e (8.91)
as seguintes expressoes

divP +b" =p'u em V", (8.92)

PF" = (PF")" emV’. (8.93)

(8.92) e (8.93) sdo as equagdes locais do movimento descritas na configuragdo de referéncia.

Observacéo 8.14

(8.86) e (8.91) em notagdo indicial em uma base ortonormal sdo respectivamente

Tij;+ b =pi; e Ty =T. (8.94)
(8.92) e (8.93) em notagdo indicial em uma base ortonormal sdo
Py +b =p'i; e PyFy = PpFy . (8.95)

3.2 Equacoes Locais do Equilibrio

Em problemas estaticos ou quase-estaticos, tem-se de (8.86) e (8.91) as seguintes Equagdes Locais
do Equilibrio na configuragdo atual,

divT +b=0 emV e

8.96
T =T emV. (8.96)
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De (8.92) ¢ (8.93) tem-se na configuragdo de referéncia as seguintes Equacfes Locais do Equili-
brio,
divP+b" =0 emV" e

8.97
PF" = (PF") emV’. &7

Observagéo 8.15
As equagdes de (8.96) em notagao indicial em uma base ortonormal sao

T +b6=0 e T;=T;. (8.98)

As equagdes de (8.97) em notagao indicial em uma base ortonormal sdo
P, .+b =0 e P, Fy = Py.Fy . (8.99)

Ji,J J J

4 Linearidade Geométrica

Quando as deformagdes e as rotagdes sdo pequenas, ou seja da ordem de ¢, tem-se, conforme o
item 6.11, que o tensor das deformagdes e o tensor das rotacdes sdo dados por

E:%(L+LT) e W:%(L—LT), (8.100)
respectivamente, até¢ primeira ordem eme. Em (8.100) L ¢ o gradiente do campo dos deslocamen-

tos u(x") na configuragio de referéncia dado por

L =Vu. (8.101)
De acordo também com o Capitulo 6, o gradiente da transformagao ¢ dado por
F=I+E+W, (8.102)
até primeira ordem em <. Além disso, de acordo com o mesmo Capitulo 6, tem-se
J=1+tE, (8.103)
como também
F'l=I—-—(E+W) ¢ FT=I—(E-W), (8.104)
até primeira ordem em ¢ . Introduzindo-se estas aproximagdes em
P=JTF T, (8.105)
tem-se
P=(IN+wE)T(I-E+W), (8.106)
ou seja
P=T((1+uwE)I-E+W) (8.107)

até primeira ordem em ¢.

Logo, a hipdtese de pequenas deformagdes e pequenas rotagdes ndo ¢ suficiente para que se possa
admitir que

P=T, (8.108)
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até primeira ordem em <. (8.108) somente ¢ valida até ordem 0 em ¢. Considerar (8.108) valida
significa admitir que o gradiente dos deslocamentos L ¢ tdo pequeno em relagdo a unidade que de
F =1 + L resulta

F=1I. (8.109)

A hipotese (8.109) é conhecida como a hipdtese de pequenos deslocamentos, embora fosse mais
adequado chama-la de hipdtese de pequenos gradientes dos deslocamentos. Note-se que (8.109)
pode ser utilizada mesmo se o so6lido sofrer grandes deslocamentos de translagdo como corpo rigi-
do. Por isso, analises de solidos soltos no espago como aeronaves sdo possiveis com esta hipotese.
Esta nomenclatura deve-se ao fato de se poder confundir a configura¢do atual com a de referéncia
quando grandes deslocamentos de translagdo se encontram impedidos por vinculos impostos ao
solido. Nestes casos ndo ¢ mais necessario identificar a configuracdo onde as equacdes do movi-
mento e do equilibrio sdo escritas e assim o sobrescrito r em (¢>" pode ser omitido.

No entanto, deve-se salientar, que as hipoteses de pequenas deformagdes e rotagdes nao sdo perfei-
tamente consistentes com a hipotese de pequenos gradientes dos deslocamentos. Enquanto que com
a hipotese de pequenas deformagdes e rotagcdes tem-se (8.100) até primeira ordem em &, com a
hipétese de pequenos gradientes dos deslocamentos tem-se (8.109) até ordem zero em . O que se
deseja, no final das contas, € apenas (8.108), que ¢ uma hipotese estatica e ndo apenas geométrica.
Esta questdo sera ainda discutida no Capitulo 11.

O conjunto da hipoétese de pequenas deformacgdes, da hipotese de pequenas rotagdes e da hipotese
de pequenos deslocamentos ¢ denominado de Linearidade Geométrica. Embora a Linearidade Ge-
ométrica ndo seja perfeitamente consistente, ela ¢ conveniente na pratica. A Teoria Linear da Elasti-
cidade e a Analise Limite da Teoria da Plasticidade, por exemplo, sdo baseadas na Linearidade Ge-
ométrica.

A Linearidade Geométrica é razoavel para estruturas rigidas, devendo ser abandonada para estrutu-
ras flexiveis ou estruturas suscetiveis a instabilidades, como, por exemplo, em estruturas de cabos
ou suportadas por cabos, estruturas em membranas retesadas, estruturas abatidas em cascas e arcos,
em pilares esbeltos e em pecas de perfil esbelto. Para o estudo destas estruturas, assim como para o
estudo da estabilidade das estruturas em geral, ¢ necessario abandonar a Linearidade Geométrica. A
unica hipotese geral razoavel para os materiais estruturais € a de pequenas deformagdes. Infelizmen-
te esta hipotese isolada ndo simplifica as equacgdes.

Exercicios 8.2

e Nas equacdes (8.80) e (8.81) utilizou-se a origem como pdlo dos momentos e dos momen-
tos angulares. Mostre que elas sdo validas para qualquer outro pdlo.
e O campo de tensdes de Cauchy num soélido ¢ dado por

5.’1]1.’[2 5£U22 0
T=|5z3 0 2z
0 21’3 0

e Determine as forcas volimicas na configuracao atual para que o sé6lido esteja em equilibrio
local.

e Sendo houvesse forgas volumicas, qual seria o campo das aceleragdes?

e Determine f,,; ¢ m, para uma barra reta de se¢@o transversal quadrada de lado 2 mm e

comprimento 20 mm em equilibrio global, com eixo dos baricentros ao longo do eixo z; e
faces laterais ortogonais aos eixos z, €3 .
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Como seriam as equagoes globais do equilibrio se houvesse forcas e momentos concentra-
dos aplicados no soélido.

Tem sentido admitir-se a hipotese de pequenos gradientes dos deslocamentos sem se supor
pequenas deformacdes e rotagdes?

187



Teoria dos Materiais

1 Introducao

Até o momento todos os resultados obtidos sdo universais e valem para qualquer tipo de material.
No entanto, sabe-se que materiais diferentes, submetidos as mesmas condigdes, apresentam com-
portamentos diferentes. Leis, equacdes ou modelos materiais, ou ainda, equacdes congtitutivas sao
relagdes entre grandezas fisicas com as quais a Teoria dos Materiais procura introduzir as proprie-
dades dos materiais no modelo mecanico até agora estudado. Essas equacdes relacionam, por e-
xemplo, as tensdes atuantes num s6lido com o seu movimento ou o fluxo de calor num s6lido com a
distribuicdo de temperaturas no seu interior.

Em uma teoria puramente mecanica utilizam-se equagdes constitutivas que relacionam as tensodes
atuantes num so6lido num determinado instante com o movimento do sélido até aquele instante.

A Teoria dos Materiais engloba o estudo de modelos microscopicos e macroscopicos. Os modelos
microscopicos sao muito importantes para o entendimento dos processos mecanicos assim como no
desenvolvimento de novos materiais, sejam eles homogéneos ou compostos. Os modelos macrosco-
picos descrevem o comportamento mecanico dos materiais sem a preocupacao de explicar a sua
origem fisico-quimica. Neste texto, esta-se interessado preponderantemente neste aspecto da teoria.

2 Principios da Teoria dos Materiais

A Teoria dos Materiais para modelos puramente mecanicos estd baseada em trés principios que sdo
apresentados e analisados a seguir.

2.1  Principio do Determinismo

As tensdes atuantes nos pontos materiais de um solido deforméavel num determinado instante sdo
funcéo univoca de todo o movimento do sdlido até aquele momento.

Este principio garante que as tensdes possam ser determinadas univocamente a partir de todo mo-
vimento sofrido pelo soélido, o qual pode ser descrito, de forma Lagrangiana, por meio de
x = x(x",t) apartir de algum instante no passado até o momento em observagdo. Esta dependén-

cia € registrada aqui da seguinte forma

T(2".1) = §)(2(a".r)). (1.1)
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2.2  Principio da Localidade

As tensdes atuantes num ponto material de um solido deformével dependem apenas do movimento
relativo de sua vizinhanca.

Observagéo 9.1

Este principio garante que fendmenos distantes de um ponto material ndo o influenciam. Considere-
se, agora, 0 movimento de um ponto () em relacdo ao movimento do ponto P em sua vizinhanga.
Sejam zp e x; os vetores que descrevem as suas posigdes. Expandindo-se em séries de Taylor,

tem-se

Ty = Tp +Vm(w})(m5—m})—|—m. 9.2)
Logo o movimento relativo da vizinhanga de um ponto material ¢ descrito pelo gradiente da trans-
formag¢do F' = Vz até primeira ordem.
Definigdo 9.1: Materiais simples

. . . 40 . .. . .
O principio acima permitiu a Noll™ definir uma classe de materiais, denominada classe dos materi-
ais simples, nos quais a tensdo atuante num ponto material num determinado instante é fungdo uni-
voca da historia de F' naquele ponto até aquele momento. Para estes materiais pode-se escrever

T(x"t) =5 (Ve(z'7)). (1.3)

2.3 Principio da Objetividade

Uma lei material ndo deve ser afetada por movimentos de corpo rigido superpostos ao movimento
do sdlido.

Observacéo 9.2

s ey 41 . a .
Este principio € recente” e de importancia fundamental para o desenvolvimento correto de equa-
¢oOes constitutivas. Existem diversas formulagdes para ele, mais gerais e mais aceitas, mas a acima
colocada ¢ suficiente para os propositos deste texto.

Observagéo 9.3

Fisicamente, o que se deseja ¢ que os esforcos internos nao sejam afetados por movimentos super-
postos de corpo rigido, pois estes ndo provocam deformacgdes e, portanto, ndo devem alterar o esta-
do das forcas internas do solido. Isto pode parecer 6bvio, mas demorou-se até se perceber da neces-
sidade deste principio e, infelizmente, no passado, muitas formulagdes da Teoria das Estruturas nao
o satisfaziam.

Observagéo 9.4

Para o melhor entendimento das conseqiiéncias deste principio, definiremos o que ¢ um movimento
de corpo rigido superposto a um movimento. Seja o movimento de um sélido descrito porz (x",t).

Superpor um movimento de corpo rigido a este movimento significa transformar o movimento em

0 Walter Noll (1925-)
4 C.A. Truesdell, W. Noll, The non-linear Field Theories of Mechanics. In: Handbuch de Physik, Vol I1I/3, Ed.: S.
Fligge, Springer, Berlin, 1965.
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(2 t) = x(xf,t)+qy (1) +Q(t)(m (', t) —x(x,t)), 9.4)
onde @ (t) € uma rotagdo superposta e q, (t) ¢é a translagdo adicional do ponto 0.
O novo gradiente da transformacao F* ¢ dado pela diferenciacdo de (9.4) segundox”, o que resulta
em
F* =QF. 9.5)
O gradiente da transformacgdo ¢ afetado por movimentos superpostos de corpo rigido, como (9.5)
bem mostra. O novo tensor das deformagdes de Green é dado por
* 1 1

_ KT gk _l TAHT _ _
E _§(F F I)_Q(FQQF I)_2

pois @ ¢ ortogonal. O tensor de Green ndo €, portanto, afetado por um movimento de corpo rigido

(F'F-1)=E, (9.6)

superposto ao movimento do solido. A taxa deste tensor E também nio ¢ afetada por movimentos
de corpo rigido.

O vetor normal a uma superficie na configuracao atual também ¢ rodado através de (9.4) e ¢ trans-
formado de acordo com

n' =Qn. 9.7

O vetor das tensdes ou das forcas superficiais ¢ transformado juntamente com os vetores normais de
acordo com

t°=Qt. (9.8)

Logo, o novo tensor de Cauchy ¢ tal que
T" =QTQ", 9.9)

o que decorre de (9.7), (9.8), ' =T'n" et =Tn. Logo, o tensor de Cauchy ¢ afetado por mo-
vimentos de corpo rigido. Mas se (1.1) satisfizer a

QT (z".+)Q" = Fi(z"(z'.7)), (1.10)

o principio estara satisfeito.

O novo primeiro tensor de Piola-Kirchhoff ¢ dado por

P" =QP 9.11)
e ¢ também afetado por movimentos de corpo rigido. O segundo tensor de Piola-Kirchhoff, no en-
tanto, ndo o €, porque

S =F"'P =F'Q'QP=F'P=S5. 9.12)
A taxa de tensionamento S também nio ¢ afetada por movimentos de corpo rigido.

A forma mais simples de se satisfazer o Principio da Objetividade é expressar algum tensor nao
afetado por movimentos de corpo rigido em fungdo da historia de algum tensor das deformagdes
também nao afetado por movimentos de corpo rigido até um determinado instante. Dai a importan-
cia de se utilizar tensores que ndo sejam afetados por movimentos de corpo rigido nas equagdes
constitutivas. Por isso, neste texto ¢ no contexto da Nao-linearidade Geométrica, utiliza-se no tra-
tamento de equagdes constitutivas, o par de tensores{.S, E } . No entanto, qualquer outro par ¢ per-

mitido, desde que os principios acima sejam respeitados.
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Observacéo 9.5

Os modelos constitutivos devem obedecer obviamente a todos os principios gerais da Fisica, em
particular os dois Principios da Termodinamica. O 1° Principio da Termodinamica estabelece que os
modelos materiais devem submeter-se a Lei da Conservacao da Energia. O 2° Principio da Termo-
dindmica estabelece que eles devem manter ou aumentar a entropia do sé6lido. Os Principios da
Termodinamica, aplicado a processos puramente mecanicos, ou seja, a processos isotérmicos, esta-
belecem, entdo, que a equacdo material deve sempre conservar ou dissipar localmente a energia
mecanica.

3 Modelos Basicos

Definicao 9.2: Material inviscido

Um material ¢ dito inviscido se existir uma relagio entre S e E que respeite a seguinte condigio
de homogeneidade

S(aE)=aS(E), VYa>0. (9.13)

Caso contrario ele é dito viscido ou viScoso.

Observacéao 9.6

(9.13) garante que a taxa de deformacao nio influi na taxa de tensionamento e que, portanto, o ma-
terial pode ser ensaiado em qualquer velocidade de deformacao ou tensionamento que o resultado
sera 0 mesmo. A maioria dos materiais estruturais ¢ viscosa. Os agos estruturais sdo fracamente
viscosos a temperatura ambiente. Por outro lado, os agos s@o muito viscosos a altas taxas de tensio-
namento. Metais a altas temperaturas ou sob altas taxas de tensionamento, concretos e madeiras sao
fortemente viscosos.

Definicao 9.3: Material eléstico

Um material ¢ dito elastico se existir uma fungao tensorial do seguinte tipo

S=S(E). (9.14)

Observagéo 9.7

(9.14) garante que para cada estado de deformagdo do ponto material corresponde um unico estado
de tensdes. Um material elastico é dito também reversivel porque em um ciclo de deformagdes a
tensdo retorna a seu valor inicial.

Definigdo 9.4: Material elastico linear

Um material é dito elastico linear se a relag@o entre o tensor das tensoes e das deformagdes for line-
ar.

Observacéo 9.8

Como, na Nao-linearidade Geométrica, existem diversos tensores de tensdo e deformagao, esta de-
fini¢do depende do par de tensores escolhido. Ela ¢ empregada de forma univoca somente na vigén-
cia da hipotese de Linearidade Geométrica
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Propriedades 9.1

Derivando-se (9.14) no tempo, tem-se, com a ajuda da regra da cadeia,

S = DE, (9.15)
onde
o8
D=% (9.16)

¢ um tensor de quarta ordem denominado tensor dos mddul os elésticos de rigidez tangente.

Observagéo 9.9

(9.15) diz que existe uma relacdo linear entre o tensor taxa de tensionamento e o tensor taxa de de-
formag@o. Desta forma um material elastico ¢ sempre inviscido.

Definigdo 9.5: Material hiperelastico

Um material ¢ dito hiperelastico se existir uma fungéo escalar ) ( F), denominada energia de de-
formacao especifica, que serve de potencial para as tensoes, tal que

_o
§=on (9.17)

Propriedades 9.2

Como se conclui de (9.17), um material hiperelastico € necessariamente elastico e reversivel. Con-
seqlientemente, ele também ¢ inviscido.

Definigdo 9.6: Tensor dos mddulos hiperelasticos de rigidez tangente

O tensor dos mddulos hiperelasticos de rigidez tangente é dado por

82
D:aﬁ. (9.18)

Observacéo 9.10
Um material hiperelastico ¢ dito conservativo, porque, em um ciclo de deformacdes, a fungdo
1 (F) volta ao seu valor inicial, ou seja, a energia de deformagao especifica se conserva.
Defini¢éo 9.7: Material hipoelastico
Um material é dito hipoel&stico se existir um operador tensorial linear 2, tal que

S = DE . (9.19)
D pode depender, em geral, de E e S, mas ndo de suas taxas. 2 é denominado tensor dos modu-
los hipoel&sticos de rigidez.
Observagao 9.11

Materiais elasticos e hiperelasticos sdo hipoelasticos, mas um material hipoelastico ndo € necessari-
amente elastico ou hiperelastico.
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Propriedades 9.3

Um material hipoelastico € inviscido, como (9.19) bem o mostra. Além disso, ao se executar um
ciclo infinitesimal de deformacdes, isto ¢, ao se impor um ciclo ¥ — E + dE — E, o material
hipoelastico se comporta como reversivel, pois tem-se um ciclo correspondente de tensdes dado por
S —-S8+dS =S5+ DdE — S .Num ciclo finito de deformag¢des um material hipoelastico ndo ¢
necessariamente reversivel.

Definicao 9.8: Material inelastico

Um material ¢ dito inelastico se nio for elastico.

Observacéo 9.12

Materiais hipoelasticos podem ser inelasticos. Formulagdes hipoelasticas sdo utilizadas com fre-
giiéncia na Mecanica dos Solos.

4 Modelos Materiais Unidimensionais

Um meio de se desenvolver equagdes materiais ¢ através de modelos unidimensionais. Embora nao
seja um método geral, eles proporcionam um melhor entendimento dos comportamentos dos mate-
riais e permitem varias generalizacdes. Os modelos materiais unidimensionais sdo formulados para
um estado uniaxial de tensdes. H4, portanto, uma grande simplificagdo, ja que o estado de tensdes €
descrito pela tensdo normal nominal ¢, definida como for¢a por unidade de area de referéncia, e o
estado de deformagdes pelo alongamento linear € na mesma diregdo. Apds a formulagdo de um
modelo material nestas condigdes, € necessaria a sua generalizagdo para estados mais complexos de
tensdo e deformagao.

4.1  Modelo eléstico de Hooke
O modelo elastico de Hooke" é representado por uma mola, conforme a Figura 9.1, de modo que
o=0. (9.20)

Figura 9.1: Modelo Elastico de Hooke

O modelo elastico € dito linear se existir uma constante F, denominada tradicionalmente médulo
de elasticidade, tal que

o= Fe. (9.21)
A denominac¢do de modulo de elasticidade, embora cléssica, ndo é perfeitamente adequada, pois F

ndo mede a elasticidade do material, mas sim a sua rigidez. Uma melhor nomenclatura para £ tal-

vez fosse modulo de rigidez elastica.
Note-se que o modelo também ¢ hipoelastico, pois

6 = Dé, (9.22)

onde

2 Robert Hooke (1635-1703)
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D=—. (9.23)
de
No caso linear, tem-se
D=F. (9.24)
O modelo também ¢ hiperelastico, pois
di
= — 9.25
onde
ww—f“( )d (9.26)
=], n)dn . .
No caso linear
Pie) = %EeQ . (9.27)

Num ensaio uniaxial, t€ém-se os resultados apresentados na Figura 9.2, que nao dependem da velo-
cidade do ensaio, nem se ¢ um ensaio de tensdo ou deformacao controlada.

A A

Figura 9.2: Ensaio do Modelo Eléastico: a) ndo-linear; b) linear

4.2  Modelo plastico de Saint-Venant

roer . 43 , r1: . .
O modelo plastico de Saint-Venant™ ¢ representado por um sélido que desliza com atrito sobre uma
superficie, conforme a Figura 9.3 abaixo. O valor R representa o valor absoluto da tensdo necessa-
ria para provocar o deslocamento do s6lido do modelo e ¢ denominada resisténcia.

Figura 9.3: Modelo Pléastico de Saint-Venant

Assim pode-se definir uma fungdo F'(o> tal que
Few>=[o|-R<0. (9.28)

# Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant (1797-1886)
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Figura 9.4: Ensaio do Modelo Plastico

Quando F' < 0 diz-se que o material estda num estado rigido e ndo ha deslizamento. Quando
F = 0, diz-se que ele estd num estado plastico e ha deslizamento. Tensdes maiores em modulo que
R ndo sdo admissiveis. As vezes o modelo plastico acima é chamado de modelo rigido-plastico.

Num ensaio uniaxial de tensdes obtém-se os graficos da Figura 9.4. ¢ indicada na figura é a de-
formag&o permanente ou residual num ciclo de tensdes. Quando R ¢€ constante diz-se que o materi-
al ¢ perfeitamente ou idealmente plastico. Quando R = R(e”), isto &, quando R ndo é constante ¢

depende da deformacdo plastica diz-se que o material apresenta encruamento. Os resultados acima
independem da velocidade do carregamento ou da deformacdo. O modelo plastico € inviscido e
apresenta deformacdes permanentes imediatas, ou seja, as deformagdes plasticas surgem simultane-
amente com a aplicacao das tensoes.

4.3 Modelo viscoso de Newton

O modelo viscoso ¢ representado por um amortecedor, conforme a Figura 9.5.

Figura 9.5: Modelo Viscoso
A relacdo entre o e € € dada por
o=, (9.29)
e representa uma generalizagdo da lei de Newton para fluidos. 7 em (9.29) ¢ a viscosidade do ma-

terial e sua inversa 7' ¢ a fluidez Quando 7 ¢ constante trata-se de um modelo Newtoniano.
Quando 7 ¢ uma func¢do de ¢ trata-se de um modelo nao-Newtoniano.

Considerando-se apenas modelos Newtonianos, tem-se para um ensaio com tensdo o, constante a
partir do instante ¢ = 0

E . (9.30)
"

que esta representada graficamente na Figura 9.6. Este ensaio ¢ denominado ensaio de fluéncia. De
(9.30), por integracdo no tempo, tem-se

ety =204 (9.31)
"
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Figura 9.6: Ensaio de Fluéncia do Modelo Viscoso de Newton

4.4  Modelo elastoplastico de Prandtl-Reuss

O modelo elastoplastico de Prandtl-Reuss* ¢ obtido pela associagio em série de um modelo elésti-
co com um modelo plastico, conforme a Figura 9.7. Uma associagdo em série significa que os dois
elementos estdo submetidos a mesma tensdo e que a deformagao total ¢ a soma das deformacdes dos
elementos.

Figura 9.7: Modelo Elastoplastico

Em um ensaio uniaxial de tensdes, supondo-se modelo elastico linear ¢ modelo plastico perfeito,
isto €, sem encruamento, tem-se o comportamento do grafico da Figura 9.8. Este comportamento ¢é
elastico enquanto a tensdo o for menor, em médulo, que a tensdo de escoamento R. Para tensdes
iguais, em modulo, a tens@o de escoamento R, ele escoa, isto €, apresenta deformacdes indefinidas.

Figura 9.8: Ensaio do Modelo Elastopléstico

Quando o material ¢ descarregado de um estado de tensdo de tracdo com o = R ele apresenta
comportamento elastico ¢ deformacgdes residuais £”. Se a seguir for imposta uma tensdao de com-
pressdo 0 = —R ele escoard em sentido inverso. Se descarregado, novamente terd comportamento
elastico e apresentara deformacdes residuais €’ que poderdo ser positivas ou negativas, conforme a
extensao do escoamento na compressdo. A deformagdo total ¢ dada por

* Ludwig Prandtl (1875-1953), Endre Reuss (1900-1968)

196



e=c¢e 4 e, (9.32)

onde ¢° ¢ a deformagao elastica e ¥ ¢ a deformagdo plastica. Veja-se que a tensdo ¢ dada sempre
por

o= Ee°. (9.33)
Quando F' < 0 diz-se que o material estd num estado elastico. Quando F' = 0, diz-se que ele esta
num estado elastoplastico.
Observacéo 9.13

O modelo elastoplastico ¢ inviscido e apresenta deformagdes permanentes imediatas sempre que as
tensOes atingirem a resisténcia R .

45 Modelo viscoelastico de Maxwell

4 . , . , . . .
O modelo de Maxwell* associa em série um modelo eldstico e um viscoso, conforme a Figura 9.9.

Figura 9.9: Modelo Viscoelastico de Maxwell

A deformacao total ¢ dada por

e=¢e¢+¢€", (9.34)
onde ¢ ¢ a deformag@o elastica e " € a deformagdo viscosa. Assim
e=¢e"4¢". (9.35)
Para o modelo elastico
) o
el = ok (9.36)
€ para o viscoso
v =2, (9.37)
n

Figura 9.10: Ensaio de fluéncia do modelo de Maxwell

* James Clerk Maxwell (1831-1979)
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Introduzindo-se (9.36) ¢ (9.37) em (9.35) tem-se
o+ %a = Fe¢, (9.38)

que ¢ a equagdo diferencial ordinaria que descreve o comportamento mecanico do modelo. Num
ensaio de fluéncia, no qual a tensdo ¢ aplicada repentinamente no instante ¢ = 0 e mantida constan-

teeiguala oy, tem-se de (9.38) que £(0) = % e

E
(9.39) esta representada graficamente na Figura 9.10.

e(t) = ao[%wrl]. (9.39)

4.6  Modelo viscoelastico de Kelvin-Voigt

O modelo de Kelvin-Voigt*® associa em paralelo um modelo elastico ¢ um viscoso, conforme a
Figura 9.11. Por uma associagdo em paralelo entende-se que ambos os modelos estardo submetidos
a mesma deformag@o e que a soma das tensdes em cada modelo ¢ igual a tensdo aplicada a associa-
¢ao.

—AAAA—

Figura 9.11: Modelo de Kelvin-Voigt

A tensdo total ¢ dada pela soma das tensdes nos elementos elastico e viscoso

o=0°+o". (9.40)
Mas
0¢ = FEe (9.41)
e
ol = né. (9-42)
Logo
o=+ Ee . (9.43)

* William Thomson (Lord Kelvin) (1824-1907), Woldemar Voigt (1850-1919)
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Figura 9.12: Ensaio de Fluéncia do Modelo de Kelvin-Voigt

Num ensaio de fluéncia, no qual a tensdo ¢ aplicada repentinamente no instante ¢ = 0 e mantida
constante e igual a o, tem-se

E
5(7&):%[1—@ ”t]. (9.44)

(9.44) esta representada graficamente na Figura 9.12. As tensdes no elemento elastico e no elemen-
to viscoso sdo, respectivamente, dadas por

E
e o' =ope " . (9.45)

(9.45) estao representadas graficamente na Figura 9.13. A tensdao na mola € crescente, enquanto a
tensao no amortecedor ¢ decrescente.

A

Figura 9.13: Tensdes no Ensaio de Fluéncia do Modelo de Kelvin-Voigt

4.7  Modelo viscoelastico de trés parametros

Este modelo associa em série um modelo elastico e um modelo de Kelvin-Voigt, conforme a Figura
9.14. Este modelo também é erroneamente conhecido por Modelo de Boltzmann®’.

47 Ludwig Boltzmann (1844-1904)
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Figura 9.14: Modelo de trés parametros
A deformacao total ¢ dada por
e=¢e"4+¢", (9.46)

onde €° ¢ a deformag@o no modelo elastico e €” ¢é a deformagdo no modelo de Kelvin-Voigt. Deri-
vando-se (9.46) no tempo, tem-se

e=¢e°4¢". (9.47)
As equagdes constitutivas do modelo elastico e do modelo de Kelvin-Voigt sdo
o= FEe® e o=Fg&"+ne", (9.48)

respectivamente, onde £, ¢ o mddulo de elasticidade do modelo elastico e £} e 7; sdo o moédulo
de elasticidade e a viscosidade do modelo de Kelvin-Voigt. De (9.46), (9.47) e (9.48), tem-se

81}(3 = — Eio e é“ — € — Eio . (949)
Introduzindo-se (9.49) em (9.48), obtém-se a seguinte equagao diferencial
oo th E0é+EOE15. (9.50)
Ui Ui

Em um ensaio de fluéncia, no qual a tensdo ¢ aplicada repentinamente no instante ¢ = 0 e mantida
constante e igual a o, tem-se

sy _Bth 9.51)
Ui Eomy
cuja solugdo parat > 0, com a condi¢ao inicial
%0
= — 9.52
e(0) E, (9.52)
¢
1 Iy
e(t) = oy E_0+E l—e ™ (9.53)
(9.53) esta representada graficamente na Figura 9.15. Note-se que no ensaio de fluéncia tem-se
99
=0 9.54
€00 B (9.54)
onde
BBy
E,=———. 9.55
B, + B, (9.55)
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Figura 9.15: Ensaio de Fluéncia do Modelo de 3 Parametros

Em um ensaio com deformagdo controlada ¢ deformagdo ¢, parat > 0, denominado ensaio de
relaxacao, tem-se de (9.50)

s Bt B BB

0> (956)
Ui m
cuja solucdo, com a condicdo inicial
oy = E()EO (957)
¢
5 _BytB,
o(t) = Eygg|l— —2—|1—e ™ 9.58
(t) 0€0 B + E (9.58)
3
Figura 9.16: Ensaio de Relaxacdo do Modelo de 3 Parametros
Note-se que num ensaio de relaxagdo
oo = FE g, (9.59)

com E_, dado por (9.55). (9.58) esta representada graficamente na Figura 9.16.

Observacéo 9.14

E interessante notar a existéncia de um outro modelo viscoelastico de trés pardmetros obtido pela
associagdo em paralelo de um modelo eléstico e de um modelo de Maxwell. Este modelo encontra-
se na Figura 9.17 e apresenta comportamento semelhante ao do modelo viscoelastico de trés para-
metros anterior.
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Figura 9.17: Modelo alternativo de trés parametros

4.8  Modelos viscoelasticos de varios parametros

Modelos viscoelésticos com um numero maior de pardmetros podem ser obtidos pela associacdo de
n modelos de Kelvin-Voigt, como indicado na Figura 9.18. Para esta cadeia de elementos de Kel-
vin-Voigt tem-se

e=> ¢ (9.61)

Figura 9.18: Cadeia de Modelos de Kelvin-Voigt

Para se obter a equacgdo diferencial que descreve o comportamento deste modelo introduz-se o ope-
rador diferencial O tal que

€ =0e. (9.62)
De (9.60) e (9.62), operando-se algebricamente, tem-se

g

== 9.63
Voltando-se em (9.61)
- o
=y — 9.64
: ;EL + 0,0’ ©-64)

donde se obtém a equacgado diferencial ordinaria de n -ésima ordem que descreve o comportamento
constitutivo do modelo viscoelastico acima.

Exemplo 9.1

Considere-se, como exemplo, o modelo formado pela associagdo em série de dois modelos de Kel-
vin-Voigt. De (9.64) tem-se
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o o

°T Ey +mo * By + 10 (.63)
donde
(Ey +m0)(Ey +m20)e = (Ey + mo)o + (Ey +mp0)0 (9.66)
ou seja,
E\Eye + (mEy +mBEy)e +mmpé = (Ey + Ey)o + (m +m2)0 . (9.67)

Suponha-se, agora, que o primeiro modelo de Kelvin-Voigt se degenere com 7, = 0. A equagao
diferencial resultante ¢

E\Eye + moEie = (B + Ey)o + ny0 (9.68)

que ¢ equivalente a (9.50).

Exemplo 9.2

Outros modelos viscoelasticos sdo obtidos pela associacdo em paralelo de diversos modelos de
Maxwell, conforme a Figura 9.19.

——ANVW——

I_

[F— W

Figura 9.19: Cadeia de Modelos de Maxwell

Observacéo 9.15

Todos os modelos viscoelasticos apresentados sdo regidos por equagdes diferenciais ordinarias line-
ares, conforme o Capitulo 4. Por isso vale a superposi¢ao dos efeitos, que no contexto da viscoelas-
ticidade é denominada de Principio de Boltzmann. Quando este principio ¢ valido a viscoelasticida-
de é chamada de viscoelasticidade linear.

4.9  Modelo viscoplastico de Bingham

O modelo de Bingham associa em paralelo um modelo viscoso e um modelo plastico, conforme a
Figura 9.20.
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Figura 9.20: Modelo Viscoplastico de Bingham

Este modelo obedece a seguinte equacgio
0, se F'co><0 e

€= 9.69
lF(a)ﬂ, se F'co> >0, ( )
n g

onde
Fe>=lo|-R. (9.70)

A diferenca | o | —R ¢ denominada sobretensdo. Em um ensaio de tensdo controlada com taxa de
tensionamento g, constante a partir de £ = 0, tem-se

0, setgtR:,E e
0o
= 9.71
T Tyt ) R ©-71)
——(t—tR),Set>tR:,—.
2 O'O

(9.71) esta representada graficamente na Figura 9.21 abaixo para trés taxas crescentes de tensiona-

mento indicadas por ¢{ < {f < i,

y

Figura 9.21: Ensaio do Modelo de Bingham

Colocando os resultados dos graficos acima para um mesmo instante num grafico o X €, tem-se

para as taxas de tensionamento ¢} < &l < &8 a figura 7.22 abaixo.
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Figura 9.22: Relacdo Tensdo-Deformacgédo do Modelo de Bingham

No grafico da Figura 9.22 percebe-se bem o efeito da viscosidade para altas taxas de tensionamento,
aumentando a resisténcia aparente do modelo. Para taxas de tensionamento baixas o modelo se
comporta no limite como um modelo plastico.

4.10 Modelo viscoplastico de Hohenemser-Prager

O modelo de Hohennemser-Prager* ¢ obtido pela associagdo em série de um modelo elastico e um
modelo viscoplastico de Bingham, conforme a Figura 9.23.

[
—— A ——

Figura 9.23: Modelo de Hohenemser-Prager

A taxa de deformagdo ¢ entdo dada por

se Flco><0 e

o (9.72)

+1F<a>—, se F'co>> 0.
n (o

| Q- | Q.

Exemplos 9.3

Os modelos apresentados sdo utilizados nas seguintes aplicagdes:
e modelos elasticos: em materiais estruturais sob niveis baixos de tensdo, em borrachas, em
solos.
e modelos elastoplasticos: em materiais estruturais sob niveis altos de tensdo ou em ruptura,
em solos, em processos de fabricacdo de pegas metalicas.

“8 K. Hohenemser & W. Prager, iiber die Ansitze der Mechanik isotroper Kontinua, Zeitschrift fiir angewandte
Mathematik und Mechanik,12,216-226, 1932
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o modelos viscoelasticos: em metais a altas temperaturas, em concreto sob carregamentos de
longa duragdo (deformacdo lenta), em madeira, em polimeros, em solos sob adensamento.
e modelos viscoplasticos: em metais sob altas taxas de carregamento (impacto).

5 Equacbes Materiais Hiperelasticas

5.1 Classes de Materiais Hiperelasticos
Para a formulagdo de equacdes materiais hipereldsticas sdo necessarias as seguintes definigoes.
Definicéo 9.9: Funcéo isétropa
Uma fungdo F : &3 — R ¢ dita isdtropa se
F(R'"TR)=F(T), VYREeR;, (9.73)

onde R; € o conjunto das rotacdes.

Definigdo 9.10: Funcao tensorial isétropa

Uma fung@o tensorial F' : S; — S3 ¢ dita isotropa se

F(R'TR)=R'"F(T)R, VREeR;. (9.74)

Observagéo 9.16: Rotacdo em torno de um eixo
Como visto no Capitulo 2, o tensor rotagdo dado pela formula de Euler-Rodrigues

Q<m>:1+se;19@+1_02089@2, (1.75)

onde
60 =0m, (1.76)

representa uma rota¢do de um angulo 6, de acordo com a regra da mao direita, em torno do eixo

descrito pelo vetor unitario m . Com a ajuda de (1.76) e da identidade Skew? (m> =m @ m — I,
(1.75) pode ser colocado na seguinte forma

Qm> = cosOI + (senf)Skew cm> + (1 —cosf) M , (9.77)
onde
M=m®m. (9.78)

Definigdo 9.11: Funcao transversalmente istropa

Uma fungdo F' : S3 — R ¢ dita transversalmente isétropa se, para @ dado por (9.77) para um de-
terminado vetor unitario m , vale a seguinte identidade

F(Q'TQ)=F(T), V9. (9.79)

Observagéo 9.17

Uma fungdo isotropa € transversalmente isdtropa para qualquer vetor unitario m .
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Observacdo 9.18: Rotacéo de 180°
O tensor rotacdo dado por
Qem>=2M — 1, (9.80)

representa, conforme (9.77), uma rotagdo de 180° em torno do eixo definido pelo vetor unitario m .

Definicdo 9.12: Funcao ortétropa

Uma fungdo F' : S — R ¢ dita ortotropa se, para os tensores Q; = Q(m; ), i = 1,2,3, dados por
(9.80) para trés diregdes pré-determinadas, ortogonais entre si, indicadas por m,, i = 1,2,3, com
valem as seguintes identidades

m; - m7 = 6@‘,

F(QITQ,)=F(T). (9.81)

Propriedades 9.4

a) Uma fun¢do isotropa é uma funcdo dos invariantes de T', I, I, e I3, dados aqui por

L=I:T, LL=I:T? e I,=1:T°. (9.82)

E facil verificar que estes invariantes sdo fungdes isotropas de T .
b) Uma funcdo transversalmente isotropa ¢ funcdo dos invariantes de T', Iy, I, e I3 dados

por (9.82), e dos seguintes invariantes
Iy, =M:T, I,=M:T> e I;,=M:T°. (9.83)

E facil verificar que estes invariantes sdo fun¢des transversalmente isétropas de T .
¢) Uma fungdo ortotropa € funcao dos seguintes invariantes

[1i = Mi . T , [22' = MZ . T2 (§ ]32' = Mi . 11'3 5 Z = 1,2,3, (984)
onde

E facil verificar que estes invariantes sdo fungdes ortotropas de 7' .

Definicao 9.13: Material isotropo

Um material hiperelastico ¢ dito isotropo se a funcdo energia de deformagdo especifica for uma
funcao isotropa do tensor das deformagoes.

Definicao 9.14: Material transversalmente is6tropo

Um material hiperelastico ¢ dito transversalmente isétropo se a funcao energia de deformacao espe-
cifica for uma func¢ao transversalmente isotropa do tensor das deformagodes.

Definigdo 9.15: Material ortotropo

Um material hiperelastico ¢ dito ortdtropo se a funcdo energia de deformacdo especifica for uma
fungdo ortotropa do tensor das deformagoes.
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5.2  Materiais Hiperelasticos Isotropos

Propriedades 9.5

a) De acordo com as Propriedades 9.4, um material hipereldstico isoétropo tem a sua energia
de deformagdo especifica dada por (1,15, 13 ), onde

IL=I:E, ILb=I:E* e I;=1:E. (9.86)
Logo, com a ajuda de (9.17) e da regra da cadeia, as tensoes s@o dadas por
_owol oy oh | v oL
0, 0OE  0I,0E  0I; 0E
b) Colocando-se (9.86) em forma indicial e realizando-se as derivadas de (9.87), conclui-se

S (9.87)

que
oL _, 0L _ o _
8E_I’ aE—2E e GE_BE . (9.88)
Portanto, de (9.87) e (9.88), tem-se
_ W W, g
5_8111+28[2E+38]3E . (9.89)

Observagéo 9.19

Note-se que S(E) em (9.89) ¢ uma fungdo tensorial isotropa, de acordo com (9.74). Logo, em
materiais isotropos o tensor das tensdes € uma fung¢do tensorial isétropa do tensor das deformacdes.

Observacéo 9.20

Um material is6tropo apresenta as mesmas propriedades elasticas em qualquer direcdo. Nao existem
diregdes preferenciais em um material isétropo. Materiais resultantes da mistura aleatéria de peque-
nos graos sao macroscopicamente isotropos, como € o caso de metais e do concreto simples.

Definigdo 9.16: Tensores colineares ou coaxiais

Dois tensores simétricos de segunda ordem sdo ditos colineares ou coaxiais se possuirem os mes-
mos autovetores, isto €, as mesmas dire¢des principais.

Propriedades 9.6

a) Em materiais isotropos os tensores das tensdes e das deformagdes, Se E em (9.89), sdo
colineares. Isto ¢é facil de verificar a partir de (9.89), uma vez que I, E e E? tém os mes-
mos autovetores.

b) De acordo com (9.18) e a partir de (9.89), com a ajuda da regra da cadeia, de (9.88) e de

2
g—szls e %:I@E—FE@I, (9.90)
o tensor dos modulos hiperelasticos de rigidez tangente de um material is6tropo € dado por
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2
=221 3% 19E+Ee )+ 0T+

YA o, or:
0*Y R 0%y
A—FEQFE+9—FE Q E +2 IQE+E®I 9.91
+ RE ® FE + BYE ® E° + 8[18]2( QE+E®I)+ (9.91)
0% R
3 E2RI+I®E*)+6 EQE*+E*®E).
+ 8]18[3( ®I+1I®E)+ 6128]3( QE*+E ®F)
¢) Um material hiperelastico isétropo linear para o par {S,E} tem (9.17) dado por
S = DFE, onde
D=\ I+2ulg . (9.92)

Isto ¢ facil de se observar, considerando-se (9.91) e mantendo-se as parcelas que podem
nao depender de E . As constantes

0? 0
= —,(f e n = —w
oli ol,
sdo chamadas de constantes de Lamé. A energia de deformacgéo especifica de um material
elastico isotropo linear ¢ dada entdo por
1

2

(9.93)

= =MN}E + ul, . (1.94)

5.3 Materiais Hiperelasticos Transversalmente Isotropos

Propriedades 9.7
e De acordo com as Propriedades 9.4, um material hiperelastico transversalmente isotropo
tem a sua energia de deformacao especifica dada por ¢ ([, Iy, I3, Iy, 15, I3, ), onde I, I
e I3 sdo dados por (9.86) como também

I,=M:E, I,=M:E> e I;;=M:E. (9.95)
Logo, com a ajuda de (9.17) e da regra da cadeia, as tensdes s@o dadas por

_ 0w 0L 00 0L | 0v ol

" 0L, 0E ' 98I, 0E ' 9I; OE
L 00 0Ly, 9u 0Ly 9y Ol
oL, OE ' 0l OE ' 0l OE

e Em analogia com o método empregado para a derivagao de (9.88), tem-se que
ol Ol

L — M L

OFE " OFE

%:ME2+EME+E2M.

Portanto, de (9.96) e (9.97), tem-se

(9.96)

= MFE+ EM e

(9.97)

_ oy oy O g2 0%
S =g 1 +25 B43g B +5-M+

0
T oL,

(9.98)

(ME + EM) + ;;/’ (ME* + EME + E°M ).
3t
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e A energia de deformagdo especifica de um material elastico linear transversalmente iso-
tropo ¢ dada por

Y = SME o+ puly + Bhly + SN+l (1.99)
onde A, u, B, N, e p; sdo 5 constantes. O tensor das tensdes € dado por (9.96) e (1.99), ou
seja, por

S=\L+BI)I+2uE+ (L +NM,)M + 1y, (ME + EM) . (1.100)
Logo, pode-se escrever que S = DE, com o tensor dos modulos elasticos de rigidez dado
por
D= XII)+2uls +(MSIIT+1M)+
+NM M)+ (M@I+I@M). (110D
Observagéo 9.21

Em materiais transversalmente isotropos os tensores das tensdes ¢ das deformagdes, S ¢ EF em
(9.98), ndo sdo colineares. Este fato prejudica a intuicdo dos Engenheiros Estruturais, muito acos-
tumados com materiais is6tropos.

Observagéo 9.22

Materiais transversalmente isdtropos apresentam um comportamento com simetria de revolugao em
torno do eixo descrito por m . Este comportamento € tipico de materiais que se formados por cama-
das de graos dispostos aleatoriamente, como € o caso de solos e rochas sedimentares.

5.4  Materiais Hiperelasticos Ortétropos

Propriedades 9.8

a) De acordo com as Propriedades 9.4, um material hiperelastico ortotropo tem a sua energia
de deformacao especifica dada por v ([;; ), onde

I, =M, :E, ik=123. (9.102)
Logo, com a ajuda de (9.17) e da regra da cadeia, as tensdes s@o dadas por
3 3
oY 01y,
S = —_—. 9.103
k; ~ 0l OF ( )
b) Em analogia com o método empregado para a derivacdo de (9.97), tem-se que
Ohi _ pp o Obi _ prp pv e
oFE OFE

(9.104)

= M.E*> + EM.E + E*M,; .
8E 1 + 1 + 1

Portanto, tem-se
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3 3
s=y Mi+zaw (M,E + EM,) +

— 01; — 01,
= e (9.105)
0 )
¢) A energia de deformacao especifica de um material eléstico linear ortotropo ¢ dada por
1 1 1
Y = §>\1f12z +§)\2122¢ +§>\3[§¢ +
+ Biliohiz + Bolizly + B3lindis + (1.106)

+ iy + pplyy + psglss

onde \;, B; e u;, © = 1,2,3, sdo 9 constantes. O tensor das tensdes é dado entdo por

S = (Ml + Bolis + Bslio ) My + (Moyy + Bidys + Bslyy ) My +
+ (Nslyy + Bl + Bodyy ) My + iy (M E + EM,) + (1.107)

Logo, o tensor das tensdes também pode ser expresso por S = DE, com o tensor dos
modulos elésticos de rigidez dado por

D=XN(M M)+ (M, ® M)+ N (M;z ® Mj)+
+ 01 (My @ M3y + M3 @ My) + 0, (M @ M3 + M3 @ M) +
+ B (M @ My + My @ My) + i (M @I +1® M)+
o (My @I +1® My )+ p3(Ms®1+1®Ms).

(1.108)

Observacéo 9.23

Em materiais ortotropos os tensores das tensdes e das deformagdes, os tensores S ¢ E em (9.105),
ndo sdo colineares. Este fato prejudica a intuicdo dos Engenheiros Estruturais, muito acostumados
com materiais isOtropos.

Observacéo 9.24

Materiais ortotropos apresentam comportamento elastico com simetria em relagdo a trés planos or-
togonais entre si e descritos pelas normais m;, ¢ = 1,2,3. Este comportamento ¢ tipico de cristais

cubicos ou de materiais reforcados por fibras em direcdes ortogonais entre si. A madeira natural ¢
aproximadamente ortotropa, com a direcdo mais rigida sendo a direcdo das fibras de celulose.
Exemplo 9.4: Membranas de estruturas tensionadas

Um material estrutural ortétropo importante ¢ o material de membranas téxteis utilizadas em cober-
turas tensionadas. Como na configuracdo inicial as membranas sdo planas, podem-se particularizar
as propriedades acima para o caso bidimensional, ao se colocar a membrana em sua configuracdo de
referéncia no plano de e; ¢ ey. Assim, uma membrana elastica ortdtropa tem a sua energia de de-

formacao descrita por ¢ (I;; ), onde
I, =M, :E*, ik=12. (1.109)

As tensOes passam entdo a serem dadas por
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ov oI, o o
- M, M.E + EM,)|. L1l
5= le; a1, OF Z o, M g, (ME M) (1.110)

Uma classe de fungdes de energia de deformac;ao especifica, que pode ser adequada as membranas
da pratica, ¢ dada por

O (Iy) = (L1, L) + p(ly + Ing) (1.111)

onde 1& ¢ uma fungdo de [;; e I5, em geral ndo-linear, e p ¢ uma constante. De (1.110) e (1.111)

resulta

2
szz oI M7;+u(M,;E+EMi) . (1.112)

1=

Por exemplo, se 1& for uma fungdo cubicade I;;, ¢ = 1,2, (1.111) tem a seguinte forma

1
—C2]132 +

013 +
S (1.113)

(L) = a1[11 + 2(12[12 + bl + - 3

+ d1]121f12 + oIy Iy + pu (o) + Ig)

onde ay, ay, b, ¢, ¢y, d; e dy sdo constantes do material. De (1.113) resultam as seguintes tensoes

S = (01[11 + bl + oI}y + 2d 1115 + df21122)M1 +

(1.114)
+ (02—’12 + bl + oIty + dilfy + 2dy 1111 )MQ +2uE

Exercicios 9.1

e Deduza a equacdo diferencial do modelo viscoeléstico alternativo de trés parametros apre-
sentado na Figura 9.17. Apresente as solugdes para os ensaios de fluéncia e de relaxacao.

e Encontre a solugdo do modelo de Hohenemser-Prager para um ensaio de tensdo controlada
com taxa de tensionamento ¢, constante a partir de ¢ = 0. Mostre o grafico o X € para

taxas de tensionamento o; < gy < g3 crescentes.

e Desenhe os graficos da tensdo em fun¢do do tempo nos trés elementos de um modelo vis-
coelastico de trés parametros durante os ensaios de fluéncia e relaxagao.
e Descreva o comportamento do modelo material para o concreto mostrado na Figura 9.24.

«——/vvw—nw

Figura 9.24: Modelo Material para o Concreto

e Deduza a equacdo diferencial das cadeias de 3 elementos de Kelvin-Voigt e de 3 elementos
de Maxwell.
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10

Teoria Linear da
Elasticidade

1 Introducéo: linearidade geométrica e fisica

Na Teoria Linear da Elasticidade, ou simplesmente teoria da Elasticidade, adotam-se duas hipoteses
que levam a linearidade dos problemas nela formulados: Linearidade Geométrica e Elasticidade
Linear. A primeira delas tem como conseqiiéncia que os tensores das deformagdes e das rotagdes
sdo dados por

E:sym(L):%(L+LT) e W:Skew(L):%(L—LT), (10.1)
respectivamente, conforme o Capitulo 6. Em (10.1) L ¢ o gradiente do campo dos deslocamentos
u (x> na configuragdo de referéncia dado por

L=Vu. (10.2)

Outra forma de se grafar as expressoes de (10.1) € por meio dos tensores de quarta ordem definidos
no Capitulo 2, ou seja, por meio de

E=IL e W=1I,L, (10.3)

nas quais foram utilizados os tensores de quarta ordem de (2.216)

IS:%(I@I+I®I) o ]A:%(I@I—I@)I). (104)

Na Linearidade Geométrica ndo se faz diferenca entre a configuracdo de referéncia e a atual, escre-
vendo-se simplesmente & para o vetor posicdo. Com a hipdtese de Linearidade Geométrica todos
os tensores de tensao coincidem e as equagdes locais do movimento tornam-se

dvT +b=pi e T=T7, (10.5)

onde T ¢ o tensor das tensdes € b ¢ o vetor das forcas de volume. Com a hipdtese de Linearidade
Geométrica a questdo da objetividade discutida no Capitulo 9 deixa de ser considerada. Assim um
material elastico € aquele para o qual exista uma aplicagdo tal que

T =T(E). (10.6)
A tensdo inicial ¢ dada por
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T, =T(O) . (10.7)

onde O ¢ o tensor nulo. Diz-se que a configuracdo de referéncia € uma configuragdo de referéncia
natural quando estas tensoes forem nulas, ou seja, quandoT, = O .

A segunda hipotese da Teoria Linear da Elasticidade, denominada de Linearidade Fisica, admite
que a aplicagdo (10.6) acima ¢ linear. Portanto existe a seguinte relagao

T = DE + T, (10.8)

onde 2 é um tensor de quarta ordem, denominado tensor dos modulos de rigidez elastica. O tensor
D tem 81 componentes numa base ortonormal qualquer. Note-se, no entanto, que T' ¢ E sdo si-
métricos, e, portanto, o tensor 2 possui as chamadas de simetrias menores (2.229), que podem ser
expressas por meio de

D = ID = DI , (10.9)

onde [g ¢ dado por (10.4). Restam assim apenas 36 constantes independentes em 2. As simetrias
(10.9) foram apresentadas no final do Capitulo 2.

Se o material elastico for hiperelastico, de acordo com o Capitulo 9, existe um potencial escalar
1 (FE), denominado energia de deformacéo por unidade de volume ou energia de deformacéo es-

pecifica, tal que

_ 9
T = (10.10)

Na hipotese de linearidade fisica o potencial acima ¢ dado por

/WE):%Ewwa+%:E, (10.11)

As tensdes sdo dadas por (10.8), que decorre de (10.10) e (10.11). O tensor dos mddulos hiperelés-
ticos de rigidez tangente, definido por

82
:E%’ (10.12)

coincide com o tensor dos médulos elasticos de rigidez no caso de linearidade fisica. Além disso,
como a ordem de diferenciacdo leva ao mesmo resultado, ele é simétrico. Esta simetria ¢ chamada
de simetria maior, e pode ser expressa por meio de

D= DT. (10.13)

Isto reduz o numero de constantes independentes de 36 para 21.

2 Isotropia

Um material elastico é dito iSOtropo na configura¢@o natural, conforme a Defini¢ao 9.10 do Capitu-
lo 9, se aaplicagdo (10.6) satisfizer a seguinte condi¢ao

R'TR = T(R"ER), VReTR;, (10.14)

onde R; ¢é o conjunto das rotagdes. Fisicamente falando, um material é isétropo se as propriedades

mecanicas ndo dependerem das direcSes. Isto significa que ndo importa como se retira um corpo de
prova de um so6lido is6tropo, as propriedades elasticas medidas serdo as mesmas.
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Observacéo 10.1

Naio se deve confundir isotropia com homogeneidade. Um solido ¢ dito homogéneo se apresentar as
mesmas propriedades mecanicas em todos os seus pontos materiais.

2.1 Materiais hiperelasticos isotropos

Um material hiperelastico ¢ dito iSOtropo na configuragao natural, conforme a Defini¢do 9.9 do Ca-
pitulo 9, se ¢ ( E) satisfizer a seguinte condi¢do

v(E)=1(R"ER), VRecR. (10.15)

Se um material hiperelastico satisfizer (10.15) ele satisfaz (10.14) também.

Exemplo 10.1: Material hiperelastico linear
Considere-se um material hipereldstico linear sem tensdes iniciais com
D=\ ®I+2uly, (10.16)

onde A e 4 sdo constantes denominadas constantes de Lamé®. E facil mostrar que (10.16) repre-
senta um material is6tropo na configuracdo natural. Seja

w(E):%E:(_/DE), (10.17)

com D dado por (10.16). Entio, lembrando-se que E:[(IQI)E]=(I:E) e
E:I;E =FE: FE,tem-se

V(E) = %E (M @I +2ulg)E] = %/\(I . EY + u(E:E). (10.18)
Logo
v(R"ER) = %(RTER) (M @I +2uls)(R"ER)| =
:%A(I:RTER)Q + u(RTER : RTER) = (10.19)

_ %)\(I .EY + u(E:E)=(E),

onde se utilizou a ortogonalidade do tensor R, ou seja, R’ R = I, ¢ a propriedade de permutagio
ciclica do produto escalar de dois tensores de segunda ordem, conforme o Capitulo 2.

2.2  Leide Hooke generalizada

Definigdo 10.1: Lei de Hooke generalizada
O material hiperelastico (10.16) tem as tensdes dadas por

T=MN&I+2uls)E . (10.20)
(10.20) é conhecida como Lei de Hooke™ Generalizada.

* Gabriel Lamé (1795-1870).
%0 Robert Hooke (1635-1703).
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2.2.1 Compressdo triaxial

Considere-se a tensdo normal média dada por

Om :%(I:T). (10.21)
Seja também a deformacao volumétrica dada por
9=I1:FE. (10.22)
Para o material hiperelastico isétropo (10.20), tem-se, portanto
1
Om = §I (M RI+2ulg)E =
:%[/\(I:I)—FQM](I:E): (10.23)
2
= A+-p|v
[+ 5u).
onde se utilizou a propriedade I : I = 3. Pode-se assim escrever
om = K9, (10.24)
onde
2
K = )\+§u (10.25)

¢ 0 modulo de compressibilidade do material.

2.2.2 Cisalhamento Simples
As parcelas esféricas de T' e E sao definidas conforme o Capitulo 2 e, com a ajuda de (10.21) e

(10.22), s@o dadas por

T =0, e E°= %f}l . (10.26)
Logo
T° = 3KE° . (10.27)
As parcelas antiesféricas de T' e E sdo definidas também de acordo com o Capitulo 2 e sdo dadas
por
T° =T —-0,I ¢ E*=F —%ﬁI . (10.28)
Logo
T =(M®I+2ul)E - K9l =
=(AN-K) +2uFE =
_ 2,LL(E B %ﬁI) _ (10.29)
= 2uE* .
Portanto
T* = 2GE* (10.30)
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onde

G=u

(10.31)

¢ denominado médulo de elasticidade transversal ou mddulo de cisalhamento. Uma constatagédo
muito importante € que em um material eldstico isotropo T* ¢ E* tém os mesmos autovetores ou

diregdes principais, e, por conseguinte, T ¢ F também.
(10.27) e (10.30) permitem que se escreva (10.20) da seguinte forma
T=(KI®I+2GIp)E,

onde, de acordo com o Capitulo 2,

]D:[S—%I@)I

Logo o tensor dos modulos elésticos de rigidez pode também ser expresso por
D=KI®I+2GI) .

®y

s

Figura 10.1: Cisalhamento simples

Em um ensaio de cisalhamento simples, de acordo com a Figura 10.1, tem-se

1
T=7(eg®Rey+e,Re) e E:§7(el®eg+eg®el),

ou sgja,
Ty =Ty =T33 =T =Ty =0, Ty=1,
By = Fy = B33 = Ej3 = Ey3 =0 ¢ E12:§’Y-
De (10.20) decorre
=07,

justificando a nomenclatura de G .

2.2.3 Tracao Simples

Em um ensaio de trag@o simples, conforme a Figura 10.2, tem-se

T=0(ee®Re) ¢ E=clee®e —v(ea®Re +e3Re3)],

ou seja
Ty =133 =T1g =T13 =153 =0, Tjy =0,
By =¢ Ey==FEyg=-vc e Ey=1E3=EFE;3;=0.
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De (10.32) decorrem
o= FEe, (10.36)

E E
K=—"+— G=—"—"—.
31—2) °© 21+ v)
E ¢ 0 mbdulo de elasticidade e v ¢ o coeficiente de contragio lateral ou coeficiente de Poisson®.
Com a ajuda de (10.37) e (10.33) pode-se escrever (10.34)

Ev E
D = I®I
(1-2v)(1+v) ® +1+1/

(10.37)

I . (10.38)

X,

r6

/;s

x;

Figura 10.2: Tracdo Simples

Observacéo 10.2

Observe-se que
Ev

A= . 10.39
(1-2v)Y(1+v) ( )
Observagdo 10.3: Tensor dos médulos elésticos de flexibilidade
O tensor dos modulos elasticos de flexibilidade ¢ definido de tal forma que
E=CT, (10.40)
ou seja
C=D". (10.41)
(10.27) e (10.30) permitem que se escreva a inversa de (10.32) como se segue
1 1
E = 9—KI®I+%ID T. (10.42)
Logo C pode ser expresso por
1 1 _l+v v
C—QKI®I+2G17D——E Ig EI®I. (10.43)

> Siméon-Denis Poisson (1781-1840).
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Observacéo 10.4

Note-se que v = 1/2 corresponde a um material incompressivel e v = —1 corresponde a um ma-
terial infinitamente rigido a distor¢do. Note-se também que

K>0 e G>0 & FE>0 e —1<u<%. (10.44)

A partir de (10.18), e com a ajuda de (10.22) e (10.28), pode-se mostrar que a energia de deforma-
¢do por unidade de volume de materiais elasticos lineares isotropos ¢ dada por

w(E):%K192+G(Ea B, (10.45)

Logo, com a ajuda de (10.44), tem-se

Y(E)>0, VE=0 & E>0 e —1<1/<%. (10.46)

3 Compatibilidade

Observe-se a equacdo (10.1). Ela ndo oferece nenhum problema quando o campo de deslocamentos
u (x> € conhecido e os campos E (x> e W (x> sdo obtidos por diferenciacdo. No entanto, caso se
deseje inverter o processo, isto €, caso se suponha conhecido o campo E (x> e se deseje obter um
campo u (x> que produza aquelas deformagdes, pode ser que este campo ndo exista. Serdo deduzi-
das nesta secdo as condi¢cdes de compatibilidade que, satisfeitas por um campo FE (x>, garantem
que exista um campo u (x> do qual ele derive.

Diferenciando-se F,; em relagdo a z, ex,, diferenciando-se FE,, em relacdo a z; ex;, somando-
se, obtém-se
Eii192 + Eyq1 = upoe + g
= Up912 + U112 (10.47)
= 2E191

Diferenciando-se F, em relagdo a x; ezs, diferenciando-se F;3 em relacdo a z; ex,, somando-
se, obtém-se

+E 1( + + + )
E12,13 13,12 25 U013 T U113 T Up 312 T U3112

= %(U1,123 + U132 + U311 + U3,211) (10.48)
= Eii193 + Eysq1 -
De forma anéloga, obtém-se mais quatro equacdes. Ao todo sdo as seis equagdes abaixo
Hyy = Egg33 + E3z00 —2Fa303 = 0,
Hyy, = Es311 + Ehigs —2E3131 =0,
Hszs = Fi199 + Ey11 — 2F1910 = 0, (10.49)
Hyy = Eo331 + E3103 — E3310 — E1933 = 0,
Hys = E3119 + Eia31 — Er13 — Eoz11 = 0,
Hs3y = Eygo3 + Eaz1o — Eopz1 — E3120 = 0,

que podem ser reunidas da seguinte forma
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Eijuw+ By — Eipqg— Eji, =0. (10.50)

Embora (10.50) represente 81 equagdes, tem-se apenas 6 como (10.49) indica.

Equacdes de Compatibilidade de Saint-Venant

Introduzindo-se o tensor de segunda ordem simétrico H , cujas componentes sdo dadas por (10.49),
pode-se escrever

H=0. (10.51)
(10.50) ou (10.51) sdo as equacdes de compatibilidade de Saint-Venant.

Observacéo 10.5

Para se mostrar que as equagdes de compatibilidade sdo condi¢cdo necessaria para a existéncia de
um campo de deslocamentos num solido, seja u? o deslocamento de um ponto @ do solido e seja

u” 0 deslocamento de um ponto P do sélido. Seja C' uma curva qualquer que una P a @, entdo

Q
W =l +fP du; = ul +fP ujpday = ul + f + Wy )day . (10.52)
Agora, eliminar-se-4& W), em termos de E;, . Para isso integrar-se-a por partes a Gltima parcela da
integral de (10.52)

Q
P P
onde W i sdo as componentes do tensor das pequenas rotagdes W no ponto P, admitido conhe-
cido assim comou” . E facil mostrar que
Vij,m = Emj,k - Emk,j ) (1054)
que, introduzida em (10.53), permite escrever (10.52) da seguinte forma
Q Q
u? =l + fp Epday + W (22 — af ) — fp (21 — 2 )( By — By )z . (10.55)
Logo
Q
u@ = ul + WE (22 —af )+ fp Gy, | (10.56)
onde

Gjm = Ejm - (xk - xlf)(Eﬂljk - Emk,j) . (10.57)
Considere-se a seguinte proposi¢ao. Seja v, (z;, ) um campo vetorial num sélido. Uma condicdo

necessaria para que a integral f v,,dx, sejaindependente do caminho de integracdo € que exista
P

um potencial ¥ (x,,) tal que

U = Yy - (10.58)
Isto ¢ facil de verificar, pois

f v, dz,, f Yy, = (a2) — (2l ). (10.59)

_— (. ) Q
De (10.58) decorre vy, ,, = v, ,, . Logo, uma condigdo necessaria para que a integral fp Gipdzy,

ndo dependa do caminho ¢
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Ginn = Ginm - (10.60)
Introduzindo-se (10.57) em (10.60), tem-se
(2 — 2 )( By + Bugj — Egjy — Ejan ) = 0, (10.61)
que implica em (10.50).

Observacéo 10.6

Um solido simplesmente conexo ¢ aquele no qual qualquer curva fechada pode ir reduzindo seu
comprimento até se degenerar em um ponto sem que a fronteira do sélido seja ultrapassada. Uma
camera de pneu, por exemplo, ndo € um sélido simplesmente conexo. Cubos, esferas e prismas sao
simplesmente conexos. Pode-se demonstrar que para solidos simplesmente conexos (10.51) ¢é ne-
cessaria e suficiente. Em solidos multiplamente conexos, isto ¢, aqueles que ndo sdo simplesmente
conexos, (10.51) ¢ apenas necessaria e precisa-se de condi¢des suficientes adicionais, que nao serao
abordadas aqui.

4 O Problema Estatico da Teoria Linear da Elasticidade

Formula-se agora o Problema Estéatico da Teoria Linear da Elasticidade. Seja um sé6lido ocupando a
regido V', limitada pela superficie externa .S, do espago afim euclidiano Ej;.

4.1 Equac6es do Problema Estéatico da Teoria Linear da

Elasticidade
Dispoe-se das seguintes equagdes locais do equilibrio em V'
dvI+b=0 e¢ T=T", (10.62)
assim como das seguintes equagdes cinematicasem V
E:%(L—{—LT) e W:%(L—LT), (10.63)
onde
L=Vu. (10.64)
Tem-se também a seguinte equagdo constitutiva em V
T = DE+ T, (10.65)

onde 2 ¢ um tensor de quarta ordem, denominado tensor dos modulos elasticos de rigidez, e T €
o tensor das tensdes iniciais.

Em um Problema Estatico sdo conhecidas ou impostas as for¢as volimicas b e as seguintes condi-
¢Oes de contorno

u=u, emJ9,, (10.66)

t=1%, emS$,, (10.67)

onde S, ¢ S, sdo as partes da superficie externa onde as condi¢des de contorno sdo impostas. Veja
que S =85, US; eSS, NS, = . Lembre-se que, conforme o Teorema de Cauchy,
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t="Tn, (10.68)

para qualquer superficie, interna ou externa, cujo vetor normal ¢ n . Em alguns problemas, impde-
se em pontos de S uma condi¢do mista, na qual algumas componentes de ¥ em uma base ortonor-
mal local sdo impostas enquanto que, na mesma base, outras componentes de ¢ sdo impostas. Neste
caso, um dos vetores da base local ¢ freqiientemente normal a S. Daqui em diante considera-se
apenas condi¢des de contorno dadas por (10.66) e (10.67). A consideragdo de condi¢des mistas ndo
¢ dificil e ndo perturba os resultados obtidos a seguir.

Chama-se de solugéo do Problema Estatico da Teoria Linear da Elasticidade ao conjunto de campos
S ={uw,Ewx>,Tcx>} que satisfagam as seguintes equacdes e condi¢des de contorno

L=Vu emV,

E=1I4L emV,

t=Tn emV,

divl+b=0 emV,

T—T" emV, (10.69)
T=DPE+T, emV,

u=u emJY,,

4.2  Superposicao dos Efeitos

Note-se que as equagdes de (10.69) sdo lineares em w x>, E (x> e T (x> . Isto significa que, se
S ={u x>, E (x>, T x>} € uma solugdo de um problema estatico sem tensdes iniciais com
b=bemV,u=u emS,et=%temS, ¢S ={uy x> ,FEyx>, T, x>} éuma solugido de

um problema estitico com b=b, em V, u=u, em S, e t=1% em S, entio
S +S8S ={uw @ +uyx>,E x>+ Eycx>, T, x>+ T, cx>} é uma solugdo do problema es-
tatico sem tensdes iniciais com b=b +b, em V, u =u, +u, em S, e t =t + & em S,.
Esta propriedade chama-se superposi¢ao dos efeitos.

Propriedade 10.1

Uma aplicacdo da superposicdo dos efeitos ¢ que todo problema estatico descrito por (10.69) pode
ser decomposto nos dois problemas abaixo,
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L=Vu, emV, L=Vu emV,

E=I;L, emV, E=1IsL emV,

t=Tn em YV, t=Tn em1V,

divTl' +b=0 emV, divl =0 emV,

T=T" emV, -7 emvV, (10-70)
T=DE~+T, emV, T=DE emV,

u=0 em§,, u=u emS§S,,

t=t emg, t=0 emS,.

Os problemas de (10.70), uma vez resolvidos, podem ser superpostos. (10.70); € um problema de
forgas impostas e (10.70), ¢ um problema de deslocamentos impostos.

4.3  Unicidade da Solucéo
Suponha-se que S; ¢ S, sejam duas solugdes de um mesmo problema estatico. Entdo
divl; =divl, =-b em 1V,
o =u emJS,, (10.71)

Logo
divAT =0 emV,
Au=0 em§S,, (10.72)
At =0 emS,,

onde

Ace) = (o> —(oda. (10.73)
Utilizando-se o teorema do divergente, conforme o Capitulo 3, tem-se
fSAt - AudS = fS(ATn) - AudS = fV(AT . AE + divAT - Au)dV . (10.74)
Com a ajuda de (10.72), tem-se entdo

fVAT C AEdV = 0. (10.75)

4.3.1 Condicao de Hill

Por reducdo ao absurdo, decorre de (10.75) a seguinte condi¢do suficiente para que a solugdo do
problema estatico da Teoria Linear da Elasticidade seja tnica (condicdo de Hill*%)

fv AT : AEQV >0, VYAE =0. (10.76)
No caso de material hiperelastico linear, tem-se para o integrando de (10.76) a seguinte expressao
AT : AE = AE : DAE = 2y (AFE) . (10.77)

32 Hill, R.: On constitutive inequalities for simple materials- |, J. Mech. Phys. Solids, 16, 229-242, 1968
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4.3.2 Teorema de Kirchhoff
Uma condigdo suficiente para que (10.76) seja satisfeita é, conforme (10.77),
Y(E)>0, VE=0. (10.78)

No caso de isotropia, de acordo com (10.46), de (10.78) conclui-se que £ >0 ¢ -1 <v < % sd0

uma condicao suficiente para que a solucdo de um problema estatico seja unica. (10.78) ¢ conhecida
na literatura técnica como teorema de Kirchhoff™.

4.4 Método dos Deslocamentos

O M¢étodo dos Deslocamentos para a solu¢do de problemas estaticos na Teoria Linear da Elasticida-
de deixa o campo dos deslocamentos como incognita basica. Ele consiste em encontrar o campo de

deslocamentos u; (z; ) tal que

u; = Ei? c€m Su y (1079)
de modo que, das deformagdes
1
Ei' = 5(/&2] + ’ll/]"i ), emV s (1080)
decorram as tensoes
Tij = Dynby + Ty, emV, (10.81)

as quais devem satisfazer as seguintes equacdes

T;; +b =0, emV e

T (10.82)
zjn] = ti cm St'
Introduzindo-se (10.80) em (10.81), lembrando que
1
Dz‘jkl_(“k,l + Ul,k) = Dy (10.83)

2
pois Dy = Dy, , € colocando esta em (10.82), pode-se formular o seguinte Problema de Valor de

Contorno (PVC)

( Dy + Toy )] +b =0, emV,
U =, em Sy, (10.84)

Dijkluk,l + TOij )n] = ti cm St'
No caso de solidos homogéneos D,j;; ndo depende do ponto material. Se além disso se supuser que
as tensdes iniciais sdo nulas, isto ¢, Ty; = 0, (10.84) reduz-se a

D”kl’uk’lj + bi = 0, emV N

ij

u;, = u;, emJy,, (10.85)
Dyjunj =, emS,.
No caso de solidos isétropos D;;; € dado por

>3 Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887)

224



Dijry = Noyb + 1 (665 + 6ubjr. ) (10.86)
e a equagdo diferencial de (10.85) para s6lidos homogéneos torna-se
M pi + p( Ui + i )+ 0 =0, emV . (10.87)

Lembrando-se que VZu; = u; . » pode-se escrever (10.87) da seguinte forma

a2 + (A4 ) + b =0, emV . (10.88)

Observacdo 10.7: Equagdes de Lame-Navier
Lembrando-se que, conforme o Capitulo 3, V (divu ) = uy e; € Viu = u; w€; , de (10.88) decorre
em notagdo tensorial

pNV2u+(N+p)V(divu)+b=0, emV, (10.89)

que sio conhecidas como as equacdes de Lamé-Navier™ da Teoria Linear da Elasticidade para soli-
dos elasticos isotropos homogéneos. Na auséncia de forcas volumicas e com a ajuda de (10.37),
(10.31) € (10.25), a equagdo (10.89) torna-se

V%L—l—ﬁV(divu) =0, emV. (10.90)

Note-se que (10.90) nao depende do modulo de elasticidade E . Logo, as solugdes u<x> ¢ E x>
do problema estatico (10.70); ndo dependem de F . Este resultado sera utilizado no Capitulo 16.

Observacéo 10.8

Considere-se a equacdo (10.88) na auséncia de forcas volimicas, ou seja,

Mt g + (A + ) gy = 0. (10.91)
Extraindo-lhe o divergente, obtém-se
P + (A + ) w s = (A +20) w g = 0. (10.92)
Portanto,
Uy, i = 0. (10.93)

Logo a deformagdo volumétrica ¥/ = u;,;, € harmonica, isto €

Vi =0. (10.94)

Observagéo 10.9
Extraindo o Laplaciano de (10.91), obtém-se

MU klenm + (>‘ + U) Uk kimm = 0. (1095)
Observando-se que (10.93) anula a segunda parcela de (10.95), conclui-se que
Vi, =0. (10.96)

Logo, as componentes do vetor deslocamento sdo biarmonicas.

> Claude Louis Marie Henri Navier (1785-1836)
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Observacéao 10.10

(10.94) e (10.96) em notagao tensorial sdo respectivamente

V2 (tr(divu)) =0 e Viu=o0. (10.97)

45 Meétodo dos Esforgos

O M¢étodo dos Esforcos na Teoria Linear da Elasticidade consiste em encontrar o campo de tensdes
T, (x,). tal que

T;;+b =0, emV e

- (10.98)
Tyn; = t;, em Sy,
de modo que as deformacdes dadas por
Ej = CynTy , (10.99)
satisfacam
Eju + Enij — By — Ega =0, (10.100)
e que os deslocamentos u; (z;, ) obtidos pela integragdo de
du; = (E; + W )da; , (10.101)
onde Wj; ¢ um campo de rotagdes obtido pela integragdo de (10.54), ou seja
AWy = (Byj — By )day (10.102)
satisfacam
u;, = u;, emJy,. (10.103)

Pode-se perceber que ¢ muito mais dificil operar com o método dos esforcos, pois diversas integra-
¢Oes de compatibilidade de deslocamentos sdo necessarias.

Supondo-se s6lidos homogéneos e sem deformacdo inicial, introduzindo-se (10.99) em (10.100),
tem-se

OijmnTmn,kl + CklmnTmn,ij - ijmnTmn,il - OilmnTmn,kj =0. (10104)

Observacéo 10.11: Equac0es de Beltrami-Mitchell

Para so6lidos homogéneos ¢ isétropos, de (10.104) e

Cim = —%%% + HTV(%% + 836y, ) (10.105)
obtém-se
14+v v
T(Tz‘j,kl + Tij — Tugg — Tijir ) — E(éiijm,kl + 66 Tm.ij — OuTmm sy — Sk Tym.it) = 0.
Fazendo-se &k = [ na expressdo acima e com a ajuda de
Tym = VT, o =3, Tpyy=-by e Tpp= b, (10.106)

chega-se a
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1 v
VT + —— Ty — —— 6, VT, bij+b;=0. 10.107
1 + 1+v mm,ij 1+ v ij mm + 1,7 + 7,0 ( )
Fazendo-se i = 57 em (10.107), obtém-se
Ve I L S (10.108)
1—v ™
Introduzindo-se (10.108) em (10.107) chega-se facilmente nas seguintes equacdes
1 v
2
T, + ——Tmii + ——0;b b +b..=0. 10.109
v ZJ+1+V mmﬂj"‘l_i_ywm,m*'z,y"‘],t 0 ( )

|55

(10.109) sao conhecidas como as equacdes de Beltrami-Mitchell™ da Teoria Linear da Elasticidade

para sélidos elasticos isoétropos homogéneos.

Observagéo 10.12

A equagdo de Beltrami-Mitchell em notagao tensorial torna-se

VT 4 — V(Y (tr(T))) + —~

— (VD) +25ym(Vb) = 0. (10.110)

Observacéo 10.13

Note-se que (10.109) ndo depende do modulo de elasticidade E . Logo, a solugdo T cx> do pro-
blema estatico (10.70) ndo depende de F .

Observacéo 10.14
Considere-se a equagdo (10.109) na auséncia de forcas volimicas, ou seja,
1

o+ — T =0. 10.111
\Y% Z]+1+V mm,ij ( )
Fazendo-se ¢ = 7, obtém-se
VAT, + LTmm_u = H—VVQT“; =0. (10.112)
14+v ’ 14+ v
Portanto,
VT, =0 (10.113)
e T}; é harmoénico. Extraindo o Laplaciano de (10.111), obtém-se
1
T komm + H_—VTmm,zjkk =0. (10.114)
Observando-se que (10.113) anula a segunda parcela de (10.114), conclui-se que
VT, =0, (10.115)

ou seja, que as componentes do tensor das tensdes sdo biarmodnicas.

Observagéo 10.15
(10.113) € (10.115) em notacao tensorial sao

Vi(tr(T)=0 e VT =0. (10.116)

55 E. Beltrami, Atti reale Accad. Lincei, Roma, 5, 1, 1892, J.H. Mitchell, proc. London Math. Soc., 31, 100-124, 1900.
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4.6  Principio de Saint-Venant

O Principio de Saint-Venant diz que o campo de tensdes distante da regido de aplicacdo do carre-
gamento nao depende da real distribui¢do dos esforgos aplicados.

Figura 10.3: Sélido sob Carregamentos Estaticamente Equivalentes

Considerando-se a Figura 10.3, isto significa que, se ¢; e %, sdo dois carregamentos estaticamente
equivalentes aplicados sobre uma pequena area S. , isto é, se ¢, ¢ &, satisfazem

J, tds = fSE biS o [ @xtds = fsgaz X tydS | (10.117)
entdo L _

T =1, (10.118)
em pontos distantes de S. .

56 .
O que de fato pode-se demonstrar™ € que se segue: se os esforcos externos forem estaticamente
equivalentes a um carregamento nulo, isto €, se

fsgtdS:o e fsga:xtdS:o, (10.119)
entao
3
Tz = 0[(5) ] (10.120)
T

onde r ¢ a distancia do ponto a area S . Isto significa que, se os esfor¢os externos forem estatica-
mente equivalentes a um carregamento nulo, entdo as tensdes em pontos distantes de S. sdo des-
preziveis. Esta demonstracdo requer que o solido tenha dimensdes em qualquer dire¢do bem maio-
res quee. Por isso, o Principio de Saint-Venant pode nédo valer para so6lidos esbeltos, como barras
com secdo transversal esbelta, placas e cascas. O Principio de Saint-Venant ndo ¢ um principio ver-
dadeiro, mas sim uma propriedade das solugdes do problema estatico da Teoria Linear da Elastici-
dade. Ele € muito utilizado para justificar aproximagdes na Teoria Linear da Elasticidade.

4.7  Notacdo Técnica

Na solucdo de problemas da Teoria Linear da Elasticidade e no desenvolvimento de Teorias Estru-
turais a seguinte notacdo para componentes dos vetores e tensores ¢ muito utilizada

%6 Veja por exemplo E. Sternberg, On Saint-Venant's Principle, Quart. Appl.Math., 11, pp 393-402, 1954.
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T =2,y = Ty, 2 = T3,

U= U,V = U, W = Ug,

Oy = T117 Oy = T227 0, = T337 Toy = TIZ7 Tyz = TQ?n Tez = Tl?n (10121)
& = Ell: &y = E225 € = E335 Yoy = 2Evl?: Yyz = 2E237 Yoz = 2E137

(e)y = (o)1, (o) = ()2, (o), = (e)3 para os demais vetores.

4.8 Problemas Planos da Teoria Linear da Elasticidade

4.8.1 Estado Plano de Deformacdes

Um estado plano de deformacdes ¢ definido pelas seguintes hipoteses cinematicas em notagdo téc-
nica.

u=u(z,y),
v=uv(x,y) € (10.122)
w=0.

Este estado ocorre em corpos muito longos na diregdo z com forma e carregamento homogéneo
nesta direcao, conforme a Figura 10.4. Como conseqiiéncia de (10.122), tem-se

€ = Vyr = Yo = 0. (10.123)

Para materiais elasticos lineares isotropos sem tensodes iniciais, em estado plano de deformagoes,
tem-se da Lei de Hooke generalizada, na notagao técnica,

E
o, = (1_2y)(1+y)[(1—y)6$ + ve, |,

E
oy = (1_2y)(1+y)[vez +(1-v)g,] e (10.124)
Toy = G%y .

Figura 10.4: Estado plano de deformacdes
Além de (10.124) tem-se também
Ev

%= T aya e ta) = vl ta). (10.125)

De forma inversa, tem-se
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1+ v

€, = 17 [(1—V)O’x —I/Uy],
1
e, = %[—vaz +(1-v)o,] e (10.126)
1
Yoy = ETxy .

As equagdes locais de equilibrio em notagao técnica sdo dadas por

90, | 0Ty
ox 0y
or,, 0o,
W 7y — ).
B + 3y +b, =0

A terceira equacdo de equilibrio ¢ identicamente satisfeita. Na auséncia de for¢as volumicas, tem-se
0o, n 074y
ox oy
0Ty n do, _0.
ox oy

Derivando-se a primeira em relagdo a x e a segunda em relagdo a y e somando, tem-se

0%, o1, %0,
+2—2+—2L=0. 10.129
oz? dxdy  Oy* ( )

A unica equacdo de compatibilidade ndo identicamente satisfeita &

6261; 82531 82’73:;1/

+b, =0 e
(10.127)

=0 e

(10.128)

= . 10.130
oy*  0z? 0x0dy ( )
Introduzindo-se (10.126) em (10.130), chega-se em
1+ v 9 82% GQO'U 1+v 627'xy
1-— , v ) — s — = | = 2 10.131
7 1-v)V*(o, +0,) o oy F 2oz0y ( )
onde
0? 0*
Vi=——S+—— 10.132
0z 0y? ( )

¢ o operador diferencial Laplaciano em notacdo técnica para problemas planos. Na auséncia de for-
¢as volumicas, com a ajuda de (10.132), de (10.131) decorre

V* (o, +0,)=0. (10.133)

(10.133) ¢ a equagdo de Beltrami-Mitchell para estados planos de deformacao na auséncia de forgas
volimicas. O mesmo resultado poderia ser obtido a partir de (10.113) e (10.125).

4.8.2 Estado Plano de tensdes
O estado plano de tensoes ¢ definido por
0, =Ty =T, =0. (10.134)

Ele realiza-se aproximadamente em chapas esbeltas com carregamento em seu proprio plano
(Figura 10.5).
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X

Zs

A

Figura 10.5: Estado plano de tensdes

Para materiais elasticos lineares isotropos sem tensdes iniciais, em estado plano de tensoes, tem-se
da Lei de Hooke generalizada, na notagdo técnica,

=

o, = %[V@x + sy] e (10.135)

o, = e, + g,

De forma inversa, tem-se

e, = =|—vo, +o,] e (10.136)

Além disso, tem-se

€, = — (sz + ey). (10.137)

— VUV
As equagoes locais de equilibrio em notago técnica sdo dadas por
do, OT

Ty =0
8x+3y+z ©
or,, Oo,

’ —=+b, =0.
0z +6y+ Y

A terceira equagao de equilibrio ¢ identicamente satisfeita. Na auséncia de forgas volimicas, tem-se

(10.138)

oo, (%xy

=0 e
0 0
v Y (10.139)
0Ty % _0
0z oy
Introduzindo-se (10.136) na equacdo de compatibilidade abaixo

2 82 62

Oc |06y _ O (10.140)

o7 02 ozoy

chega-se, de forma andloga a empregada em (10.133), a
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vV (o, +0,)=0, (10.141)
que ¢ uma das equacdes de Beltrami-Mitchell para estados planos de tensdo na auséncia de forgas
volumicas.

Observagéo 10.16

No estado plano de tensdes apenas a equagdo de compatibilidade (10.140) ¢é satisfeita. As cinco
demais equagdes ndo sdo identicamente satisfeitas como no caso do estado plano de deformacdes.
Isto significa que o estado plano de tensdes nao é rigorosamente compativel. Pode-se mostrar que,
para chapas com espessura tendendo a zero, o estado plano de tensdes € assintoticamente compati-
vel.

4.9 Funcao de Airy

Uma fungdo A(z,y), tal que

O
oy Y 94 W 0zoy
¢ denominada funcdo de Airy’’. A(z,y) satisfaz automaticamente as equagdes locais de equilibrio

(10.142)

Oy

(10.139) dos estados planos de deformagao e tensdo na auséncia de forgas volimicas. Introduzindo-
se A(z,y) em (10.141), tem-se

Vid=0. (10.143)

Isto significa que A(x,y) precisa ser biarmdnica.

Exemplo 10.2
A fungao
A = =3caxy + azy® , (10.144)
onde a e ¢ sdo constantes, ¢ biarmonica. De (10.142) tem-se
o, =6ar, o,=0 e T, :3a(02—y2). (10.145)

Considere-se, agora, a regido retangular no plano (z,%) descrita na figura 8.6 abaixo.

% b

Figura 10.6: legenda da figura

7 George Airy (1801-1892)
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Na secdo x = 0 tem-se

o, =0, o, =3a(c* —y°). (10.146)

Y
Na secdo x = ¢ tem-se
o, =6al, 0,=0 e 7, =23a(c®—y"). (10.147)

O problema resolvido, de forma inversa na terminologia de Saint-Venant, ¢ o de uma chapa engas-
tada em z = ¢ submetida na extremidade z = 0 a uma forga vertical P dada por

p={ "ty = dtac® (10.148)
onde ¢ ¢ a espessura da chapa. Assim tem-se que
P
= — 10.149
¢ 4tc? ( )
€, portanto,
o, = bazy = %y, (10.150)
onde
3
M=Pr e I-= t(fg) : (10.151)

que ¢ a solucdo da Resisténcia dos Materiais.

4.10 Teoria da Torcgao Uniforme

Considere-se uma barra reta de se¢do transversal A constante com o eixo ao logo do eixo z, sub-
metida ao torque 7™ nas extremidades z = 0 e z = ¢, conforme a figura 8.7 abaixo. A superficie
lateral da barra ndo ¢ submetida a forgas superficiais.

4.10.1 Introducao

Quando a secdo transversal ¢ circular, com raio R, por simetria, as secdes devem permanecer planas
apos a deformagao e as deformagdes num ponto de uma se¢do sdo apenas de distor¢do circunferen-
cial dadas por

vzrd—ezrﬂ’,

dz
onde r ¢ a distancia de um ponto da se¢do ao eixo da barra (z) e 6 ¢é a rotacdo da segdo.
0' = df / dz ¢ denominada rotagdo especifica. As tensdes de cisalhamento circunferenciais sdo da-

das por
T=Gvy=Gro.
O momento de torgdo ¢ a resultante das tensdes de cisalhamento, sendo dado por
T = dA = GIy0'
fA rT GIl,0',
onde
27 PR T
_ 3 _ T p4
Io_j; fo rdrd) = 2R

€ o momento polar de inércia da secdo circular. Entdo, tem-se
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Figura 10.7: Barra sob torgéo

Como, por equilibrio, 7' = T* em todas as se¢des, §’ ¢é constante ao longo da barra e por isso a
torgdo ¢ denominada tor¢do uniforme. Note-se, também, que
4 r
T=—r.
Iy

4.10.2 Solucéo de Saint-Venant

Ao resolver este problema estatico para barras prismaticas de secdo nado-circular, Saint-Venant, ba-
seado em observacdes experimentais, supos inicialmente que as se¢des empenam na dire¢do do eixo
mas que suas projegdes no plano (z,y) giram como figuras rigidas. Saint-Venant observou também

que o empenamento era semelhante em todas as se¢des ¢ que sua intensidade era proporcional a
rotacdo especifica. Assim o campo de deslocamentos inicialmente suposto por Saint-Venant para
uma barra prismatica pode ser expresso por

vw=-0yz, v=0xz e w=0¢(zy), (10.152)

onde ¢(x,y) é chamada de funcio de empenamento de Saint-Venant e 0’ é suposto constante. De
(10.152) tem-se as seguintes deformagdes

Y
Voo = 0" (0, —y) e (10.153)
Ve = 0'(0y + )

As tensdes para um material elastico linear isotropo sao
O, =0y, =0, =Ty =0,
Ty = Ge,(¢,:1; - y) © (10154)

T, = GO (¢, + ).

As duas primeiras equagdes locais de equilibrio, na auséncia de forgas volimicas, sdo identicamen-
te satisfeitas por (10.154). A terceira, juntamente com as tensdes dadas por (10.154), fornece

Vg =0 emA. (10.155)

Logo ¢ (x,y) é harmdnicaem A .
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As condigdes de contorno na superficie lateral da barra reduzem-se a
ToMy +Tyny =0 em I, (10.156)

onde I' o contorno da segdo transversal € n, ¢ n, sdo as componentes do vetor normal a superfi-

cie lateral da barra. Introduzindo-se (10.154) em (10.156), tem-se

(gby,,/. — y)nz + (gzﬁy + x)ny =0 em/'. (10.157)

(10.155) e (10.157) constituem um problema de valor de contorno (PVC). Este PVC tem solugéo
unica a menos de uma constante. Esta constante livre pode ser eliminada, por exemplo, com a im-
posicao da seguinte condi¢ao

anﬁdA =0. (10.158)

Observacéo 10.17: Centro de rotagéo

Deve-se aqui salientar que o PVC (10.155) e (10.157), com a condigdo (10.158), tem solucdo unica,
mas ela depende da posicdo do eixo da barra, isto ¢, da posicdo da origem na secdo transversal. A
origem serd denominada aqui de centro de rotagdo™, pois ¢ em torno dela que se supdem que todas
as se¢Oes da barra giram. Quando se muda o eixo da barra, ou seja, quando se muda o centro de
rotacdo, o PVC (10.155) e (10.157), com a condicdo (10.158), se altera. Sejam = e y as coordena-

das de um novo centro de rotacdo. A nova funcdo de empenamento passa a ser solugdo do seguinte
PVC

V% =0 emA, [¢,—(y—7)|n, +[d, +(@—=Z)|n, =0 emI. (1.159)
E imediato que ¢ ¢ dada por
¢ =¢—yr+aYy—Cc, (1.160)
onde
c = ATy, — Yzg ). (1.161)

Em (1.161), z, e y, sdo as coordenadas do centro de gravidade da segdo transversal, dadas por
1 1
Ty = ZfA rdA e Yy, = ZfA ydA . (1.162)

Observacao 10.18: Centro de cisalhamento

O ponto da secdo transversal C' = (z,y ) para o qual

fA(x—:f)q_SdA:fA(y—y)q_ﬁdAzo (1.163)

sdo validas, ¢ denominado centro de cisalhamento™ da segdo transversal e sua posigio ¢ uma pro-
priedade geométrica como a posi¢ao do centro de gravidade. De (1.160), (1.161) e (1.163), obtém-
se

3% As vezes o centro de rotacio ¢ chamado de centro de torcdo.
% As vezes o centro de cisalhamento também ¢ chamado de centro de tor¢do. Para ndo aumentar ainda mais a confusdo,
optou-se aqui por ndo utilizar a terminologia centro de torgao.
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f:ﬁ Iyy(fquSdA)_IW(fo(bdA)] ©
o yyl i (1.164)
7=z o) I [ z0aa ).
onde
Iy = fA<y—yg>2 A, I, = fA(x—xg)2 dA e (1.165)

Ly = fA(“T — 2y )(y — ¥ JdA
sdo propriedades geométricas da se¢do transversal em relacdo aos eixos que passam pelo centro de
gravidade. I,, e I, sdo conhecidos como os momentos de inércia da secio transversal em relagio

aos eixos que passam pelo centro de gravidade ou simplesmente momentos centrais de inércia.
Quando o produto de inércia ,, ¢ nulo, os eixos que passam pelo centro de gravidade sdo chama-

dos de principaise I, e I,, sio conhecidos como os momentos principais de inércia O centro de

cisalhamento nao coincide necessariamente com o centro de gravidade da segdo transversal. Em
segOes simétricas em relagao aos eixos = ¢ y, o centro de cisalhamento coincide com o centro de

gravidade e com a origem dos eixos.

Observacéo 10.19: Condigdes de contorno

As condig¢des de contorno nas extremidades da barra nas extremidades z = 0 ¢ z = £ sdo
fAT,ﬂsz =0, fATysz —0 e fA(myz —y7, )dA=T. (10.166)

(10.166) indicam que as tensdes nas extremidades t€ém como resultante apenas o momento torgor
T . As duas primeiras equagdes de (10.166) sao automaticamente satisfeitas se a fungao ¢ satisfizer

(10.157). Para se mostrar isto, considere-se apenas a primeira equagdo de (10.166), ja que a segunda
pode ser tratada de forma analoga. Assim

[ 7edd =G0 [ (6, —y)dA =

0 0
— / J— —
= GO’ [ | 5-(a(8 = 0)) + 5 ({6, +2))|da.
pois ¢ satisfaz (10.155). Aplicando-se o teorema do divergente em (10.167), tem-se

[ 7edd =60 [ (¢, —y)n. + (¢, +a)n,]dl =0, (10.168)

que ¢ nula pois o termo entre colchetes satisfaz (10.157). Uma conseqiiéncia desta demonstragdo ¢é
que ¢ tem as seguintes propriedades

fﬂwdA - —fAydA ¢ fA%dA - fA:ch. (1.169)

(10.167)

Observacéo 10.20: Momento de inércia a torcao
Com (10.154), a terceira equagao de (10.166) fornece
T = GIz0', (10.170)

onde

Ir = fA[xQ +y? +2g, —ye, [dA (10.171)
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¢ o momento de inércia a tor¢ao de Saint-Venant. Note-se que, com a ajuda de (10.157), (10.155),
do momento polar de inércia da segdo transversal,

I, = fA(gﬂ +y?)dA, (10.172)

e do Teorema do Divergente, pode-se concluir que

Iy =1y + [ [06, —yo.ldd = Iy - [ [(y6), - (), ]dA =
= Iy — qub(ynx —any )dl" = Iy — fp(ﬁ(qﬁwnw + ¢ n, )dl = (10.173)

=1~ [ [(¢6.), +(9,), ]dA.
Logo
Ip =Ty — [ [(6.) +(6,)"|dA. (1.174)

Portanto, I; < I, por causa do empenamento.

Propriedade 10.2: Invariancia do momento de inércia a tor¢do

Sejam x e y as coordenadas de um novo centro de rotagdo. O novo momento de inércia a torgdo é
dado por

I = [ [@=P +(y—77 +@—5)d, —(y— 7). JdA. (10.175)
Com a ajuda de (1.160) e (1.169), conclui-se que

I = [[@-ZP+(y-77 +@-5) (¢, +T)~ (y—7)(¢. —7)]dd =

= I —7 [ (¢, +2)dA+7 [ (6. —y)dd = (10.176)
== IT .

Logo o momento de inércia a tor¢do nao depende do centro de rotagao.

Observacéo 10.21:

Quando o eixo z esta colocado ao longo dos centros de cisalhamento das se¢Oes transversais, tem-
se, portanto, que

quSdA - foquA - fAy¢dA =0 (1.177)

sdo validas.

4.10.3 Solucao de Prandtl

Prandtl®®, dezenas de anos depois de Saint-Venant, resolveu o problema da torgio uniforme supon-
do inicialmente que
O, =0y =0, =Ty =0 (10.178)
e introduzindo a fun¢do ¢ (z,y), denominada funcdo de Prandtl, tal que
Tee =@y € Ty = @0, - (10.179)

Desta forma as equagoes locais de equilibrio ficam automaticamente satisfeitas.

50 Ludwig Prandtl (1875-1953)
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Das seis equacdes de Beltrami-Mitchell, quatro sdo automaticamente satisfeitas por causa de
(10.178), restando apenas duas a serem satisfeitas, que, em notagao técnica, sdo

Vr,, =Vir,, =0. (10.180)
Introduzindo (10.179) em (10.180), tem-se
0 2 9 o
9 -9 —0. 10.181
ayV © (%V =0 ( )
Logo
Vip=k emA, (10.182)

onde k£ éuma constante. Para determina-la basta verificar que de (10.154) ¢ (10.179) tem-se

0Ty 0Ty,

= V% =2G0’ . 10.183
3y Oz % ( )
Portanto
k=2G0 . (10.184)
Da condi¢ao de contorno (10.156) com (10.179) tem-se
Cyhy —@n, =0 em I, (10.185)
Mas,
n, :% e n, :—% em [, (10.186)
se I' for orientado no sentido anti-horario. Assim, de (10.185) com (10.186), vem
% _ o emr. (10.187)
0s
Para uma sec¢do simplesmente conexa pode-se, portanto, adotar, sem perda da generalidade, que
=0 emlI'. (10.188)

Com a ajuda do teorema do divergente e de (8.151) tem-se

fAszdA = ngovydA = fp¢nydf -0 e

fATysz = _wav‘”dA = —fpgonmdf =0.

Logo as duas primeiras condigoes de contorno de (10.166) sdo satisfeitas, restando apenas a tercei-
ra, que, com (10.179), fornece

T = —fA[w,m +yp, |dA =
0 0
= —fA[%(w) + g, ve) - 2<p}dA =
= —ff[:mm + yn, |pdI’ —I—QIA@dA =

= 2fA<pdA.

(10.189)

(10.190)
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5 O Problema Dinamico da Teoria Linear da Elasticidade

5.1 Equacdes do Problema Dinamico da Teoria Linear da
Elasticidade

Formular-se-a agora o Problema Dindmico da Teoria Linear da Elasticidade. Seja um sélido ocu-
pando a regido V', limitada pela superficie externa S, do espago afim euclidiano E;. Tem-se as

seguintes equacdes locais do movimento em V'

dvT+b=pi e¢ T=TT, (10.191)
e as seguintes equagdes cinematicasem V'
E = IgL (10.192)
onde
L=Vu. (10.193)
Tem-se as seguintes equagdes constitutivasem V/
T = DE + Ty, (10.194)

onde 2 ¢ um tensor de quarta ordem, denominado tensor dos médulos de rigidez elastica, e T, € o
tensor das tensdes iniciais.

No caso particular de material is6tropo sem tensdes iniciais, tem-se
T = DE, (10.195)
onde
D= I+2ul. (10.196)

Em um Problema Dindmico sdo conhecidas ou impostas as for¢as volimicas b = b(t) ¢ as seguin-
tes condigdes de contorno

u=u(t), emS,, (10.197)

=t(t), em,, (10.198)

onde S, ¢ S, sdo as partes da superficie externa onde as condi¢des de contorno sdo impostas. Veja
que S =S5,US, eS, NS, = . Em alguns problemas, impde-se em pontos de S uma condicao

mista, na qual algumas componentes de w em uma base ortonormal local sdo impostas enquanto
que, na mesma base, outras componentes de ¢ sdo impostas. Neste caso, freqiientemente, um dos
vetores da base local ¢ normal aS. Daqui em diante considera-se apenas condi¢des de contorno
dadas por (10.197) e (10.198). A consideragdo de condigdes mistas ndo € dificil e ndo perturba os
resultados obtidos a seguir. Além das condi¢des de contorno acima, num Problema Dinamico as
seguintes condigdes iniciais sdo supostas conhecidas

Chama-se de solugdo do Problema Dindmico da Teoria Linear da Elasticidade ao conjunto de cam-
pos S = {u(x,t),E(x,t),T (x,t)} que satisfagam, ao longo do tempo, as equagdes ¢ condigdes
de contorno e condigdes iniciais abaixo
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L=Vu emV,

E=1IsL emV,

t=Tn emV,

divT'+b=pu emV,

T=T" emV, (10.200)
T=DPE+T, emV,

5.2  Superposicao dos Efeitos

Note-se que as equagdes de (10.200) sdo lineares em wu(x,t), E(x,t)e T (x,t). Se
S =A{u (xz,t),E (x,t), T (x,t)} for uma solu¢do de um problema dindmico com condigdes
iniciais u(t)) =u; e u(ty) =u;, com b(t) =b(t) em V, u(t)=1u(t) em S, e
t(t)y=¢t(t) em S, ese S, = {uy(x,t),Ey(x,t), Ty (x,t)} for uma solugio de um problema
dindmico com condig¢des iniciais w(ty) =u; e u(ty) = uy, com b(t) =by(t) em V,
w(t) = uy (1) em S, e t(t) =t (t) em S,, entdo
S +S8 ={u (z,t)+uy(xt),E (xt)+ E(xt), T (x,t)+ T (x,t)} é uma solugdo do
problema dindmico com condigdes iniciais w(ty)) = uf +u; e u(ty) = u; +u;, com
b(t)=b(t)+by(t)em V, u(t) =u(t)+uy(t)em S, e t(t) =t (t)+t,(t) emS,. Esta
propriedade chama-se superposicao dos efeitos.

Propriedade 10.3

Uma aplicag¢do da superposicdo dos efeitos ¢ que todo problema dinamico descrito por (10.200)
pode ser decomposto nos dois problemas abaixo,

L=Vu emV, L=Vu emV,

E=1IsL emV, E=IsL emV,

t=Tn em1V, t=Tn em1V,

divI'+b=pu emV, divl =pu em 1V,

T=T" emV, T=T" em?V,

T—DE+T, emV, * T-DE emV, (10201)
u=o0 emJy,, u=u emS§S,,

t=t emdS,, t=o0 emS,,

u(ty)) =0 emV, e u(ty) =uy emV, e

u(ty) =0 emV, w(ty) =uy, em1V.
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Os problemas de (10.201), uma vez resolvidos, podem ser superpostos. (10.201); é um problema de
forgas impostas e (10.201), € um problema de deslocamentos impostos.

5.3 Método dos Deslocamentos

O Método dos Deslocamentos para a solu¢do de problemas dindmicos na Teoria Linear da Elastici-
dade consiste em encontrar o campo de deslocamentos u; (:Uj, t) tal que, ao longo do tempo,

u;, = u;, em.J,, (10.202)
de modo que, das deformagoes
1
ELJ = §(U’IJ + Uj;/; ), cm V y (10203)
decorram as tensoes
1}' = Di”klEkl + TOij? cm V N (10204)
as quais devem satisfazer as seguintes equacdes
T, +b =pi;, emV e
_ (10.205)
T;]n] = ti? cm St'
Lembrando-se que
1
Dy _<Uk,l + Um«) = Djjqur; (10.206)

2
pois D;j; = Dy, € colocando esta em (10.204), pode-se formular o seguinte Problema de Valor

Inicial (PVI)

—

Dijyuyy + ij)j +b = pi;, emV,

i = Uy, emSuv

Dy + Ty )n; = 4, em Sy, (10.207)

e

—

u (ty) = ug;, emV,
ui(t()):/dOi’ emV .
No caso de solidos homogéneos D;j;; ndo depende do ponto material. Se além disso se supuser que

as tensdes iniciais sdo nulas, isto €, Ty; = 0, (10.207) reduz-se a

Dijupy + by = ptiy, emV
u = u;, em.JS,,
Dyjuyn; = t;, em S, (10.208)

ui (ty) = up;, emV,

W (tg) = tp;, emV .
No caso de solidos homogéneos e isotropos Dy, € dado por (10.86) e a equacdo diferencial de
(10.208) torna-se

Ay i 4 (g, + g ) + b = piiy, emV . (10.209)

Lembrando-se que Vu; = u; i, » pode-se escrever (10.209) da seguinte forma
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w2 + (N + W)U + b = pii;, emV . (10.210)

Lembrando-se que, conforme o Capitulo 3, V(divu) = u, 1.e; € Viu = u; €, de (10.210) de-

corre em notagao tensorial
uVu + (A + p)V(divu) +b = pii, emV (10.211)

que sao conhecidas como as equagdes de Lamé-Navier da Teoria Linear da Elasticidade para soli-
dos elasticos isotropos homogéneos.

5.4  Ondas Elasticas
Na auséncia de forgas de volume, de (10.210), tem-se
V2 + (N + p)uy = pii;, em V. (10.212)

E fécil verificar que o movimento descrito por

u = A,sen[i]—”(x1 i—clt)], Uy = ug = 0 (10.213)
l
satisfaz (10.212) se
X+ 24 \/ E(1—1)
_ _ , 10.214
“ \/ p P+ )(1—20) (10219)

(10.213) corresponde ao movimento de ondas longitudinais ao longo do eixo z; com comprimento
¢,, amplitude A, e velocidade ¢, . E facil verificar também que o movimento descrito por

uy = A sen[i—ﬂ(xl + ctt)], wm =uz =0 (10.215)
t

_[E_[_E
¢ _\ﬁ ) (10.216)

(10.215) corresponde ao movimento de ondas transversais ao longo do eixo x; com comprimen-
to/,, amplitude A, e velocidadec;. Note-se que

satisfaz (10.212) se

o <q. (10.217)

Observagéo 10.22

As ondas acima ndo sdo as Unicas possiveis em meios elasticos. Na superficie de solidos ¢ possivel
encontrar-se outras solu¢des que caracterizam as chamadas ondas de Rayleigh.

5.5 Vibracgdes Livres

Defini¢do 10.2: Problema de vibragoes livres

Um problema dinamico sem esfor¢os externos, como o caracterizado pelas equagdes (10.201),, com
u = o em S,, ¢ denominado problema de vibracdes livres.

Definigdo 10.3: Frequéncia e modo natural de vibracéo
Se
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u(x,t) = (Asenwt + Beoswt)u x> ,

(1.218)

onde A, B ¢ w > 0 sdo constantes, for uma solugdo do problema de vibragdes livres, entdo w ¢

denominada freguéncia circular natural de vibracéo,

w
f =5

(1.219)

¢ denominada freqUéncia natural de vibracdo e o campo 4 x> é denominado modo natural de

vibragdo. O periodo natural de vibracgéo ¢ dado por

_ 2
T:flzj

Propriedade 10.4
De (1.219) tem-se que as velocidades e aceleragdes sdo dadas por
u(x,t) = w(Acoswt — Bsenwt)u (x> e
i (x,t) = —w? (Asenwt + Beoswt )b (x> = —wu(x,t).
Portanto, o0 modo natural de vibragdo @ (x> ¢é solugdo do seguinte problema homogéneo
E=1I4(Vd), emV,
T = DE , emV,
divT + i =0, emV,
% =o0, emS, e

t=o0, em§,.

Defini¢éo 10.4: Autoproblema de vibragdes livres

(1.220)

(1.221)

(1.222)

(1.222) é denominado autoproblema de vibracgdes livres. Ele possui, em geral, infinitos pares de
solugdes {w;,u; (x>}, i = 1,2,..., onde w; = 27 f;, é uma freqiiéncia circular natural de vibragao,

f; € uma freqiiéncia natural de vibrac¢do e 4, (x> ¢ um modo natural de vibragao.

Exercicios 10.1

Mostre (10.45);
Verifique (10.54);
Escreva as equagdes de Lamé-Navier e Beltrami-Mitchell em notagdo técnica;

rifique se
a? —b?

= Iy .
a’ + b? Y

2,2 2 2
a“b x Y
o=

Pl P ] ¢ 0=
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11

Teoria Nao-linear da
Elasticidade

1 Introducao

Neste capitulo, a Teoria Linear da Elasticidade formulada é generalizada de duas formas. Na Teoria
N&o-linear da Elasticidade sob Linearidade Geométrica a ndo-linearidade ¢ introduzida apenas na
equagdo material. Ja na Teoria da Elasticidade sob N&o-linearidade Geométrica a nao-linearidade ¢
introduzida também na cinematica do so6lido deformavel, que ¢ tratada de forma exata sem aproxi-
magdes.

2 Linearidade Geométrica

Na Teoria da Elasticidade sob Linearidade Geométrica, ja descrita no Capitulo 10, adota-se o con-
junto formado pelas hipoteses de pequenas deformacgdes, rotagdes e deslocamentos, que foi deno-
minado de Linearidade Geométrica. Estas hipoteses resultam em uma descricdo simplificada da
cinematica dos solidos.

2.1 Elasticidade linear

Na Teoria Linear da Elasticidade sdo adotadas as hipoteses de linearidade geométrica e fisica.

2.1.1 Problema Estatico

Considere-se um sélido deformavel ocupando uma regido V de nosso espaco fisico, conforme a
Figura 11.1. Seja S a superficie externa que limita esta regido. Designe-se por o vetor posicao
dos pontos materiais do solido, € por u o vetor deslocamento destes mesmos pontos. O conjunto
dos vetores dos deslocamentos dos pontos do sdlido forma um campo vetorial v : V' — 15, onde

), € o espaco tri-dimensional dos vetores.
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Figura 11.1: Sélido Deformével sob Linearidade Geométrica
O gradiente do campo dos deslocamentos ¢ definido, de acordo com (10.2), por
L=Vu. (11.1)
O tensor das deformacgdes em linearidade geométrica ¢ dado pela parte simétrica do gradiente dos
deslocamentos, ou seja, por
E:&m@y:@L:aL+ﬂ% (11.2)

onde foi empregado, de acordo com (2.216); e (2.217);, o seguinte tensor de quarta ordem
1 _
IS:§(I(§_§>I+I®I). (11.3)

O conjunto dos tensores das deformagdes nos pontos do solido forma um campo tensorial
E :V — &3,0nde S € o espago dos tensores simétricos de segunda ordem.

O vetor unitario normal a uma superficie do so6lido, seja ela interna ou seja ela a externa, ¢ designa-
do por n . O vetor da for¢a superficial ou o vetor tensdo atuante sobre uma superficie de normal n
¢ designado por t. O tensor das tensoes ¢ denotado por T' e pode ser considerado como um opera-
dor vetorial T" : 15 — 1} tal que

t=Tn. (11.4)

O conjunto dos tensores das tensdes nos pontos do sélido forma um campo tensorial T : V — S5,
onde &3 ¢é o espaco dos tensores simétricos de segunda ordem. Conforme detalhado nos Capitulos 7
e 10, tem-se duas equacgdes locais do equilibrio, (10.62), como se segue,

dvl+b=0 e T =TT, (11.5)
onde b ¢é o vetor das for¢as de volume ¢ o € o vetor nulo.

De acordo com a hipotese de linearidade fisica o tensor das tensdes ¢ dado pela seguinte equacao
constitutiva linear

T = DE + T, (11.6)

onde 2 € um tensor de quarta ordem simétrico, denominado tensor dos modulos de rigidez elastica,
e T € o tensor das tensoes iniciais. Diz-se que a configuragdo de referéncia é uma configuracio de

referéncia natural quando estas tensdes forem nulas, ou seja, quando T; = O, onde O ¢ o tensor
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de segunda ordem nulo. O tensor Z) possui as simetrias menores que podem ser expressas como
disposto abaixo

D= DIy = 14D . (11.7)
As condic¢des de contorno de um problema estatico da Teoria Linear da Elasticidade podem ser
w=u, emJS,, (11.8)
e
u=u em§YS, e =t em§,, (11.9)

onde S, e S; sdo respectivamente, conforme a Figura 11.1, as partes da superficie externa onde as
condi¢des de contorno cinematicas e estaticas sdo impostas, isto ¢, S = 5, U S;eS, NS, = T. As

equagdes (11.1) a (11.9) caracterizam o Problema Estatico da Teoria Linear da Elasticidade. A
solucdo do Problema Estatico da Teoria Linear da Elasticidade € o conjunto de campos
{uce>,Ecx>, T (x>} que satisfazem as equagdes (11.1) a (11.9) acima.

Segundo o M¢étodo dos Deslocamentos, introduz-se (11.1) em (11.2), este em (11.6) e este em
(11.5) e (11.9),, levando-se em conta a simetria de (11.7), para se obter o seguinte Problema de Va-
lor de Contorno (PVC), denominado Problema Estatico da Teoria Linear da Elasticidade,

div(DVu+Ty)+b=0 emV,
(DNu+Ty)n=t emS, e (11.10)
u=u em§9,.
Quando nao existem tensoes iniciais o PVC (11.10) reduz-se a
div(DVu)+b=0 emV,
(DVu)n =t emS, e (11.11)
u=u emy3,.

Resolvendo-se (11.10) ou (11.11), obtém-se o campo dos deslocamentos u (x>, ¢ a partir deste os
campos E (x> e T cx>. Saliente-se que o PVC acima ¢ linear, sendo valida, portanto, a superposi-
¢ao dos efeitos.

2.1.2 Material elastico linear isotropo

Um material eléstico linear isétropo, ou seja, com as mesmas propriedades em todas as direc¢des, e
sem tensdes iniciais, isto ¢ T, = O, o tensor dos mddulos de rigidez elastica tem a seguinte ex-

pressdo (veja (10.16))

D=XNXI1I®I)+2uly, (11.12)
onde A e p sdo constantes de Lamé, dadas por
_ Ev _ E
T d—20)(1+v) =50+
em funcdo do modulo de elasticidade E e do coeficiente de Poisson v .

A

(11.13)
Lembrando-se que (I I )E = (I : E)I e IsE = FE, o tensor das tensdes ¢ dado por

T=DE=XI:E)I +2uFE, (11.14)
(11.14) é conhecida na literatura como L&l de Hooke generalizada.
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A fungdo energia de deformacdo especifica ¢/ (E) associada a (11.14) pode ser definida por

1/)(E):%)\If+2u[2, (11.15)
onde [;, 7 = 1,2, sdo os invariantes do tensor das deformagdes abaixo definidos

L =tE=I1:E e IzzétrEQ:%
A fungdo energia de deformacao especifica 1) (F) representa um potencial para as tensdes. Assim
o tensor das tensdes pode ser obtido por meio de

I:E (11.16)

_ oy
T=_%. (11.17)

Com a ajuda da regra da cadeia obtém-se
p_ 2006 0v ol

~ 0IL,OE  0I,0E" (11.18)

Considerando-se que 8_E1 =1TIe % = F, cuja demonstragao ¢ objeto de um exercicio neste
capitulo (veja (11.102)), de (11.15) e (11.18) obtém-se

T =M1 +2uE . (11.19)
Note-se, finalmente, que

¢(E):%E:./DE, (11.20)

onde D ¢ dado por (11.12).

2.1.3 Problema Quase-estéatico

O problema estatico (11.10) pode ser generalizado supondo-se que as forgas de volume b e as con-
digdes de contorno # e ¢ sdo varidveis no tempo. Logo a cada instante ¢ um Problema Estético da
Teoria Linear da Elasticidade devera ser resolvido. A solucdo ao longo do tempo deste problema
generalizado, denominado Problema Quase-estatico da Teoria Linear da Elasticidade, é o conjunto
de campos {u(x,t),E(x,t), T (x,t)} que satisfazem as equagdes (11.10) acima em cada instante

teT:(to,tf)cR, (11.21)
onde t, € t; sdo os instantes inicial e final do problema.

Pode-se também, de forma similar ao Problema Estatico da Teoria Linear da Elasticidade, formular
o seguinte PVC em cada instante ¢ do Problema Quase-estatico da Teoria Linear da Elasticidade

div(DVu+T,)+b(t)=0 emV xT,
(DVu+Ty)n =t(t) emS, xT e (11.22)

u=u(t) emS,x7T.

Observacéo 11.1

Cabe salientar que, em problemas elasticos quase-estaticos, a escala do tempo nao € relevante, ser-
vindo o tempo apenas como parametro para identificar a seqiiéncia dos eventos.

247



2.1.4 Problema Tangente

Indicando-se por um ponto superposto a derivada temporal de uma grandeza para um mesmo ponto
material, obtém-se de (11.1) a (11.9)

L=V4 emV,

E=I,L emV,

t=Tn em Vv,

divI'+b=0 emV,

F— 9T emV, (11.23)
T =DE emV,
w=u emS, e
i=t em Sy

As equagdes acima caracterizam o chamado Problema Tangente da Teoria Linear da Elasticidade.

Pode-se entdo formular o seguinte PVC para cada instante ¢

div(DPVa)+b=0 emVxT,
(DVi)n =t emS, xT e (11.24)

u=u em§S, x7T.

Observagéo 11.2

O problema tangente acima ¢ formalmente idéntico ao PVC (11.11), ou seja, ao Problema Estatico
da Teoria Linear da Elasticidade sem tensdes iniciais. Logo, qualquer método analitico ou numérico
de solucdo de problemas estaticos da Teoria Linear da Elasticidade pode ser diretamente utilizado
na sua solucdo.

2.2 Elasticidade ndo-linear

2.2.1 Problema Estatico

Na Teoria Nao-linear da Elasticidade sob linearidade geométrica ¢ adotada apenas a hipdtese de
linearidade geométrica. As equagoes (11.1) a (11.5), assim como as equagdes (11.8) e (11.9), per-
manecem validas. A equacdo (11.6) é substituida pela funcdo tensorial T : S; — 83, onde S;3 €0
espaco dos tensores simétricos de segunda ordem, tal que

T=T(E). (11.25)
Note-se que, agora, a tensdo inicial é dada por
T, =T(O) . (11.26)

O Problema Estatico da Teoria Nao-linear da Elasticidade sob Linearidade Geométrica pode ser
entdo definido pelas seguintes equacdes
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L=Vu emV,
E=I;L emV,
t=Tn emV,

divl+b=0 emV,

T=T" emV, (11.27)

t=t em§,.

A solugdo do Problema Estatico da Teoria Néo-linear da Elasticidade sob Linearidade Geométrica é
o conjunto de campos {u x>, Ecx>,T (x>} que satisfazem as equagdes (11.27) acima.

Utilizando-se o Método dos Deslocamentos, ou seja, colocando-se o problema (11.27) em termos
do campo dos deslocamentos apenas, pode-se formular o seguinte Problema de Valor de Contorno
(PVO)

(T(IsVu))n =t emS, e (11.28)
u

=u em§Y,.

Observacéo 11.3

Saliente-se que o PVC acima nao ¢ linear, ndo sendo valida mais a superposicao dos efeitos. (11.28)
¢ conhecido como o PVC do Problema Estatico da Teoria Nao-linear da Elasticidade sob Linearida-
de Geométrica.

2.2.2 Material elastico ndo-linear isdtropo

Uma maneira de se formular equagdes constitutivas elasticas nao-lineares ¢ através da fung@o ener-
gia de deformagao especifica 1) (E) . Assim a tensdo € dada por

_ %
T=-% (11.29)

Para se formular equagdes constitutivas elasticas ndo-lineares para materiais isoétropos a fungéo e-
nergia de deformacgao especifica pode ser colocada na seguinte forma

onde [;, i = 1,2,3, sdo os invariantes do tensor das deformagdes abaixo definidos

I, = rE ]2:%UE2 e ];;z%trE?’. (11.31)

Pela regra da cadeia, o tensor das tensdes ¢ dado, entao, por

p_ 0UOL 00 0L | 0u ol

- 0I, 0E 01, 0E  0I; 0E
o, oI, ol
o8 1o~ T ¢ o
exercicio no final deste Capitulo (veja (11.102)), tem-se

(11.32)

Considerando-se que I, = E?, cujas demonstragdes sio objeto de um
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_ 9y oY 0Y
T_611I+8IQE+613E . (11.33)
2.2.3 Problema Quase-estatico

O problema estatico (11.27) pode ser generalizado supondo-se que as forgas de volume b e as con-
digdes de contorno # e t sdo variaveis no tempo. Logo a cada instante ¢ um Problema Estéitico da
Teoria Linear da Elasticidade devera ser resolvido. A solucdo ao longo do tempo deste problema
generalizado, denominado Problema Quase-estatico da Teoria Nao-linear da Elasticidade sob Li-
nearidade Geométrica, ¢ o conjunto de campos {u(x,t), E(x,t),T (x,t)} que satisfazem as e-

quagdes (11.27) acima em cada instante ¢t € 7 .

Pode-se entdo formular o seguinte PVC em cada instante ¢ do Problema Quase-estatico da Teoria
Nao-linear da Elasticidade sob Linearidade Geométrica

diV(T([SVu))+b(t):o emV x 7T,
<T(173Vu)>n:f(t) em S, x7T ¢ (11.34)

w=u(t) emS, x7T.

2.2.4 Problema Tangente

Indicando-se por um ponto superposto a derivada temporal de uma grandeza para um mesmo ponto
material, obtém-se de (11.25), pela regra da cadeia,

T = DE , (11.35)
onde
oT
D=2= 11.
5 (11.36)

¢ um tensor de quarta ordem denominado tensor dos modul os tangentes de rigidez el astica.
Obtém-se de (11.27) por derivagdo no tempo as seguintes equagdes
L=Vu emV,
E=1 SL em V,
t=Tn emV,
divI +b=0 em Vv,
P emvV, (11.37)
T =DE emV,
w=u emS, e
i=t em Sy
As equagdes acima caracterizam o chamado Problema Tangente da Teoria N&o-linear da Elastici-

dade sob Linearidade Geométrica. Colocando-se o problema (11.37) em termos do campo das ve-
locidades, pode-se entdao formular o seguinte PVC para cada instante ¢
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(DVi)n =t emS, xT e (11.38)

Observagéo 11.4

Note-se que o tensor D é, em geral, uma fungdo de E', enquanto que em (11.23) ele é constante.

Observagéo 11.5

Note-se que o Problema Tangente da Teoria Nao-linear da Elasticidade sob Linearidade Geométrica
(11.38) ¢ linear e idéntico ao Problema Tangente da Teoria Linear da Elasticidade (11.24).

Observagéo 11.6

O problema tangente (11.38) também ¢ formalmente idéntico ao PVC (11.11), ou seja, ao Problema
Estatico da Teoria Linear da Elasticidade sem tensdes iniciais. Logo, qualquer método analitico ou
numérico de solucdo de problemas estaticos da Teoria Linear da Elasticidade pode ser diretamente
utilizado na sua solucao.

2.3 Solucdo de Problemas Quase-estaticos

No Capitulo 4 foi visto o Método de Euler Explicito para a solugdo de Problemas de Valor Inicial
(PVI). Mostrar-se-a nesta secdo como utiliza-lo na solucao de problemas quase-estaticos.

Para se obter solugdes numéricas aproximadas de problemas quase-estaticos, escolhe-se pontos
t; € T,i=0,1,2..., tais que

ti-‘rl - ti - At (1139)
O valor de At ¢ arbitrario, sendo escolhido conforme as necessidades de precisdo da solugdo apro-

ximada obtida. Quanto menor for At mais precisa serd a solugdo numérica obtida. Pelo Método de
Euler Explicito o campo u;,; ¢ determinado a partir de wu; através de

U; 11 :'U,L—FAt’LLZ, Z':O7].,2,...7 (1140)

Desta forma, a partir do campo inicial u, suposto conhecido, em cada passo um novo campo u; €
obtido. O método ¢ sumarizado a seguir.

° Faca i = 0;
. Resolva o problema tangente (11.38) para ¢;, encontrando o campo u, ;
. Atualize os deslocamentos e o gradiente dos deslocamentos através de

'U,i_;'_l = U’i + Atu7 c Li,-i—l = Li + AtVU”

. Calcule as deformacdes e tensdes em t;,; por meio de
1 .
E. = §(Li+1 + L7:T+1> e T, =T(E,);
. Faga t;,; = t; + At; se t; ;1 > tga pare; sendo faga ¢ = ¢ + 1 e volte para o passo 2
acima.
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Logo, para se resolver numericamente problemas quase-estaticos sob linearidade geométrica, basta
saber resolver PVC's dados por (11.38), ou seja, similares ao problema estatico da Teoria Linear da
Elasticidade sem tensdes iniciais expresso por (11.11).

Observagéo 11.7

O leitor deve atentar para o fato do método acima ser exato para Problemas Quase-estaticos da Teo-
ria Linear da Elasticidade.

3 Nao-linearidade Geométrica

Na Teoria da Elasticidade sob Nao-linearidade Geométrica a cinematica dos sélidos deformaveis ¢
tratada de forma exata. Nao sdo feitas restrigoes aos deslocamentos, rotagdes, alongamentos e dis-
tor¢des. A consideragdo da Nao-linearidade Geométrica ¢ necessaria para o desenvolvimento da
Teoria da Estabilidade de Solidos e Estruturas.

3.1 Problema Estatico

Considere-se, agora, o s6lido deformavel da Figura 11.2. Na configuragdo de referéncia ele ocupa a
regido V" do espaco fisico. Na configurag¢do atual ou deformada ele ocupa a regido V' do mesmo
espaco. As superficies externas do sélido nestas configuragdes sdo S” e S, respectivamente. Na
maioria das aplicagdes a configuragdo de referéncia escolhida € a configuracao inicial do sélido.

Figura 11.2: Solido Deformavel sob Nao-linearidade Geométrica
A transformacgdo do so6lido € descrita pelo campo vetorial, tal que
x=z(x") (11.41)

onde x e x" sd0 os vetores posi¢do de um mesmo ponto material nas configuragdes atual e de refe-
réncia, respectivamente. O gradiente da transformacao ¢ definido por

ox
F = Era (11.42)
ou seja, por
F=Vz. (11.43)
Os deslocamentos u sdo obtidos de acordo com
u=x—x (11.44)

e formam um campo vetorial dado por
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u=1u(z"). (11.45)
O gradiente do campo dos deslocamentos ¢ definido, conseqlientemente, por
L=Vu. (11.46)
De (11.46), (11.44) e (11.43) tem-se que
L=F—-1, (11.47)

onde I ¢ o tensor identidade de segunda ordem.
O tensor das deformagdes de Green ¢ definido por

I
E_Q(FF I), (11.48)

ou, com a ajuda de (11.47), por

E:%(L+LT+LTL). (11.49)

O tensor simétrico das tensdes de Cauchy ¢ o operador vetorial T' que associa o vetor forca super-
ficial ou vetor tensdo por unidade de area na configuragdo atual £ com o vetor unitario normal a
uma superficie nesta configura¢do n , como indicado abaixo

t ="Tn. (11.50)

O tensor de Cauchy forma o campo tensorial dado por T'cz>. O vetor forga superficial, vetor ten-
sdo nominal ou vetor tensdo por unidade de area na configuracdo de referéncia, denotado por ¢", é
definido por intermédio de

t"dS" = tdS (11.51)
onde dS" e dS sdo os elementos infinitesimais de superficie nas configuragdes de referéncia e atu-
al, respectivamente. Lembrando-se da relagdo de Nanson (6.70), tem-se

ndS = JFTn"dsS" , (11.52)
onde n e ' sdo respectivamente os vetores unitarios normais a dS e dS",

J = det F (11.53)
¢ o Jacobiano da transformagdo e —7' indica as operagdes comutaveis de transposi¢ao e inversao.
Com a ajuda de (11.50) a (11.52) pode-se escrever

t" = Pn’, (11.54)
onde
P=JTF T (11.55)

¢ o Primeiro Tensor das Tensdes de Piola-Kirchhoff, que ndo ¢ simétrico. De acordo com (11.54)
P ¢ o operador vetorial que associa o vetor for¢a superficial ou vetor tensdo relativo a configura-
¢do de referéncia t" definido por (11.51) com o vetor unitario normal a uma superficie nesta confi-
guracdo denotado por n'”. Ja o Segundo Tensor das Tensdes de Piola-Kirchhoff é simétrico e é de-
finido por

S=F'P=JF'TFT. (11.56)
Os tensores de Piola-Kirchhoff formam dois campos tensoriais. De (11.56) tem-se
P =FS. (11.57)

O seguinte tensor simétrico das tensdes pode, conforme (8.57), ainda ser introduzido
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Y =JT = FSFT = PFT . (11.58)
3’ € conhecido na literatura por tensor de Kirchhoff-Trefftz.

O vetor das for¢as de volume por unidade de volume da configuracdo de referéncia ¢ denotado por
b". Ja o vetor das forgas de volume por unidade de volume da configuracdo atual é denotado por b.
Logo

bdV = b"dV" . (11.59)

onde dV e dV"sdo os elementos infinitesimais de volume nas configurac¢des atual e de referéncia.
Lembrando-se da Relacdo de Euler

dV = JdVv", (11.60)
pode—se escrever
b=J"'b". (11.61)

Na pratica, for¢as de volume por unidade de volume na configuragdo de referéncia sdo muito mais
utilizadas. Como ja detalhado no Capitulo 8, tem-se em V as seguintes equagdes locais de equili-
brio

divl +b=0 e T=T". (11.62)

Por outro lado, conforme também detalhado no Capitulo 8, tem-se em V" as seguintes equagdes
locais de equilibrio

divP +b" =0 e PF! =FpP". (11.63)

Uma vez que S ¢ FE, ao contrario de T' ¢ P, ndo sdo afetados por movimentos superpostos de
corpo rigido, pode-se expressar a equacao constitutiva eldstica através da seguinte fungao tensorial

S=S(E), (11.64)

pois com certeza ela ird satisfazer o Principio da Objetividade. Com (11.64) na mao, pode-se escre-
ver

P=P(F), (11.65)
onde
P(F)=FS(E)o E(F) (11.66)
e E(F) édado por (11.48). As condi¢des de contorno, quando expressas na configuracio de refe-
réncia, sdo
u=u emS e t =t" emS/, (11.67)

onde S, e S/ sdo respectivamente, conforme a figura 11.2, as partes da superficie externa onde as
condi¢cdes de contorno cinematicas e estaticas sdo impostas. Note-se que S™ =S5, US/ e
S, NS =a.

O Problema Estatico da Teoria da Elasticidade sob Nao-linearidade Geométrica pode ser entdo de-
finido pelas seguintes equagdes
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PFT = FPT em V", (11.68)

t=t emsS/.
A solugdo do Problema Estatico da Teoria Nao-linear da Elasticidade sob Nao-linearidade Geomé-
trica é o conjunto de campos {u (x>, F (x>, P (x>} que satisfazem as equagdes (11.68) acima.

Utilizando-se o Método dos Deslocamentos, pode-se formular o seguinte Problema de Valor de
Contorno (PVC)

Pn" =t" emS] e (11.69)

Observagéo 11.8

Saliente-se que o PVC acima ndo ¢ linear, ndo sendo valida, portanto, a superposi¢cdo dos efeitos.
(11.69) ¢ conhecido como o PVC do Problema Estatico da Teoria Nao-linear da Elasticidade sob
Nao-linearidade Geométrica.

Observagéo 11.9

Da mesma forma que na Teoria da Elasticidade sob Linearidade Geométrica, pode-se formular na
Teoria da Elasticidade sob Nao-linearidade Geométrica problemas estaticos, quase-estaticos e pro-
blemas tangentes.

3.2  Material elastico isotropo

Uma forma de se formular equagdes constitutivas elasticas ndo-lineares ¢ através da funcdo energia
de deformacao especifica ) (E) de modo que o segundo tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff seja

dado por
oY
S =— 11.70
aE ? ( )
onde E ¢ o tensor das deformacdes de Green. Para materiais isotropos a funcio energia de defor-
macao especifica pode ser colocada da seguinte forma

Y(E) =Y (h,1,13), (11.71)

onde [;, 7 = 1,2,3, sdo os invariantes do tensor das deformacdes abaixo definidos

L =uE, I,= %trE2 e I3 = %trE?’ . (11.72)

O tensor das tensdes ¢ dado entdo por
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_000L  0vOL  0YOl, _dv, Ov . 0b
= 91,0E 0L, 0k "o, 08 on' oL oL (11.73)

Exemplo 11.1

Um exemplo de material elastico sob grandes deformagdes ¢ o material de Kirchhoff-St.-Venant
dado por

@[J(E):%)\[f +2ul, . (11.74)

Note-se que (11.74) é uma extensdo direta de (11.15) para a Nao-linearidade Geométrica. A e p
sdo coeficientes generalizados de Lamé. De (11.74) resulta

S =DFE = \I+2uFE (11.75)
onde
D= XIRI)+2uly . (11.76)

(11.75) e (11.76) sdo extensdes diretas de (11.19) e (11.12). Com a ajuda de (11.57), tem-se de
(11.75) a seguinte expressao para o 1° tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff

P =\,F + uF(F'F-1I). (11.77)

Observacéo 11.10

Note-se que, embora (11.75) seja linear para o par {S, E }, o Problema Estatico (11.68) permanece
ndo-linear. Assim ndo ha vantagem em se utilizar (11.75).

Observagdo 11.11: Material Neo-Hookeano de Ciarlet-Simo

O material de Kirchhoff-St.-Venant foi muito utilizado no passado em teorias estruturais por sua
simplicidade. No entanto, ele padece de sérios problemas teéricos e praticos, pois pode levar a Pro-
blemas Estaticos sem solugcdo. Um material que ndo apresenta esse problema ¢ o material neo-
Hookeano de Ciarlet-Smo dado por

NG 1
§ =3 =1)C +2p5 (I c'), (11.78)

2
onde C = FT'F = I + 2E ¢ o tensor dos estiramentos quadraticos de Cauchy-Green, introduzido
em (6.35) e A\ e u sdo coeficientes generalizados de Lamé. Com a ajuda de (11.57), tem-se de
(11.78) para o 1° tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff a seguinte expressao

1

P = AJ?=1)=pu|F" 4 pF . (11.79)

Observacéo 11.12: Materiais neo-Hookeanos

Tanto (11.75) como (11.78) pertencem a uma classe de materiais eldsticos isétropos, aqui denomi-
nada classe dos materiais neo-Hookeanos. Todos os membros desta classe representam extensdes
da Lei de Hooke Generalizada (11.14) para a Nao-linearidade Geométrica e possuem apenas dois
parametros constitutivos.
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3.3  Problema Quase-estatico

O problema estatico (11.68) pode ser generalizado supondo-se que as forgas de volume b" ¢ as
condigdes de contorno # e t’ sdo varidveis no tempo. Logo a cada instante ¢ um Problema Estati-
co da Teoria da Elasticidade sob Nao-linearidade Geométrica devera ser resolvido. A solucido ao
longo do tempo deste problema generalizado, denominado Problema Quase-estatico da Teoria da
Elasticidade sob  N&o-linearidade @ Geométrica, ¢ o conjunto de  campos
{u(z",t),F(z",t),P(z",t)} que satisfazem as equagdes (11.68) acima em cada instante ¢ € 7 .

Pode-se também formular o seguinte PVC em cada instante ¢ do Problema Quase-estatico da Teo-
ria Nao-linear da Elasticidade sob Linearidade Geométrica

divP+b(t)=0 emV"xT,
Pn" =t"(t) em S/ xT e (11.80)

u=u(t) emS, x7T.

3.4 Problema Tangente

Indicando-se por um ponto superposto a derivada temporal de uma grandeza para um mesmo ponto
material, obtém-se de (11.64), pela regra da cadeia,

S = DE , (11.81)
onde
0S8
D=2 (11.82)

¢ o tensor dos modulos tangentes de rigidez elastica para o par {5, F }. Derivando-se (11.57) no
tempo, tem-se

P=FS+FS. (11.83)
Da mesma forma, de (11.48), tem-se
b= (F'F 4+ F'F) = I;(F'F). (11.84)
Introduzindo-se (11.84) em (11.81), e lembrando-se que F'F = (F® I)1'71 e DIy = D, tem-se
S=DI;(F'F)=D(FeI)F. (11.85)
Introduzindo-se (11.85) em (11.83) e considerando-se que
FS=(I®S)F ¢ FS=(F"®I)S, (11.86)
chega-se a
P =GF, (11.87)
onde
G=Ix8)+(F'oI)P(FgI) (11.88)

¢ o tensor dos mddulos tangentes de rigidez elastica para o par { P, F'}, ou simplesmente tensor

dos médulos tangentes nominais de rigidez elastica. O tensor & ¢ muito importante na Teoria da
Estabilidade Elastica, como sera visto no Capitulo 17.

257



Obtém-se diretamente de (11.68), por derivagdo no tempo, as seguintes equagdes
L=F=V4 emV",
" =Pn" em V",
divP+b" =0 em V",
. . » (11.89)
P=GF emV",
“a=u emS’,
i=% em Sy
As equagdes acima caracterizam o chamado Problema Tangente da Teoria da Elasticidade sob Nao-
linearidade Geométrica. Pode-se entdo formular o seguinte PVC para cada instante ¢
div(GVu)+b" =0 em V' xT,
(GVu)n"™ =t em S/ xT e (11.90)

w=u emS, xT.

Observacéo 11.13

Note-se que o Problema Tangente da Teoria da Elasticidade sob Nao-linearidade Geométrica
(11.90) ¢é linear e semelhante ao Problema Tangente da Teoria Linear da Elasticidade (11.24).

Observagéo 11.14

O problema tangente (11.90) também ¢ formalmente idéntico ao PVC (11.11), ou seja, ao Problema
Estatico da Teoria Linear da Elasticidade sem tensdes iniciais. Logo, qualquer método analitico ou
numérico de solucdo de problemas estaticos da Teoria Linear da Elasticidade pode ser diretamente
utilizado na sua solucgao.

Exemplo 11.2: Material Neo-Hookeano de Ciarlet-Simo

A derivada no tempo de (11.79) fornece

1

P =)JFT + §A(J2—1)—M]FT+MF. (11.91)

Lembrando-se que F~TFT = I e, por conseguinte, FTFT + FTFT = 0, obtém-se
F'=-F'F'F"=—(F'®F")F. (11.92)
Logo, de (11.87), (11.91) e (11.92) ¢ J = JF T : F (veja (7.92)), chega-se em

G=N*FToF")+ [u —%A(JQ —1)|(F'@F" )+ ul . (11.93)
Observagdo 11.15
O tensor & €é simétrico, isto é
G =GT, (11.94)

se D for. &, entretanto, ndo possui as simetrias menores (2 = DIy = I3D) do tensor D.
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Observacao 11.16: Teoria de primeira ordem

De acordo com (11.88), & depende de F' ¢ S. Logo, para que se tenha

G =D (11.95)

€ necessario que
F=1 ¢ L=S=0, (11.96)
ou seja, que o gradiente dos deslocamentos seja nulo e que as tensdes sejam nulas. Portanto, o pro-
blema tangente sob nao-linearidade geométrica e o problema tangente sob linearidade geométrica

coincidem rigorosamente se e somente se o solido estiver na configuragdo de referéncia, ou a uma
translagdo desta, ¢ esta for natural.

Observagéo 11.17: Teoria de primeira ordem

Uma conclusdo interessante ¢ obtida fazendo-se a seguinte expansao em séries

w(t) =u(ty)+ (t—ty)u(ty) +%(t —ty ) (ty) + ... (11.97)
Assim,

u(t) = (t—1ty)u(ty) (11.98)
até primeira ordem em ¢ — ¢y, se u(?;) = o. Logo, os Problemas Estaticos da Teoria Linear da
Elasticidade sob Linearidade Geométrica, da Teoria N&o-linear da Elasticidade sob Linearidade
Geométrica e da Teoria Nao-linear da Elasticidade sob Nao-linearidade Geométrica coincidem até
primeira ordem nos deslocamentos se e somente se o solido estiver inicialmente na configuragdo de
referéncia e se esta for natural. Por isso, e somente nestas condigdes, a Teoria Linear da Elasticida-
de pode ser chamada de Teoria de Primeira Ordem. Esta nomenclatura, no entanto, ¢ freqlientemen-
te utilizada, e de forma erronea, como sinonimo de Linearidade Geométrica.

Observacéo 11.18

Com a ajuda de (11.87), pode-se concluir que

oP
—=C. 11.
OF G (11.99)
Logo, se existir a func¢do escalar energia de deformacao especifica ¥ ( F ), entdo
o 0%
F)=v¢(FE)o E(F P=— = . 11.1
Y(F)=y(E)o E(F), 9F °© G F? (11.100)

Estes resultados serdo utilizados no Capitulo de Teoria da Estabilidade.

3.5 Solucéo de Problemas Quase-estaticos

Foi visto acima como utilizar o Método de Euler Explicito para a solu¢do de Problemas Quase-
estaticos da Teoria da Elasticidade sob Linearidade Geométrica. Aplica-se agora o mesmo método
para se obter solu¢des aproximadas de Problemas Quase-estaticos da Teoria da Elasticidade sob
Nao-linearidade Geométrica. Desta forma, a partir do campo inicial u,, suposto conhecido, em

cada passo um novo campo u; € obtido. O método € sumarizado a seguir.
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—_

Faca i = 0;

Resolva o problema tangente (11.90) parat;, encontrando o campo , ;

Atualize os deslocamentos, o gradiente dos deslocamentos e o gradiente da transforma-
¢ao através de

Uiy = u; + Atw;, Ly = L+ AV, e Fyy =14 Li;

Calcule as deformagdes e tensdes em ¢;,; por meio de

1 N
E.. = 5(3&11’—%“ - I), Sis1=8(Ei1) e Py=F_S.;

Faca t, .1 = t; + At; se t;.1 > tgna pare; sendo faca ¢ = ¢ + 1 e volte para o passo 2
acima.

Logo, para se resolver numericamente problemas quase-estaticos sob linearidade geométrica, basta
saber resolver PVC's dados por (11.90), ou seja, similares ao problema estatico da Teoria Linear da
Elasticidade sem tensdes iniciais expresso por (11.11).

Exercicios 11.1

Mostre que o Método de Euler explicito ¢ exato para Problemas Quase-estaticos da Teoria
Linear da Elasticidade.

Mostre que as simetrias de 20, descritas em (11.7), podem ser expressas, em uma base or-
tonormal, por

Dijy = Djiyy = Dy = Dyyyj - (11.101)

Mostre que o tensor & € simétrico, mas que ndo tem as demais simetrias que 2 tem.
Com I;,+ = 1,2,3, dados por (11.31), mostre que

jlzI:E, IQZEE (& j3:E2:E.

Com I;,+ = 1,2,3, dados por (11.31) e com o resultado acima, mostre que

ol ol 01, 9

— =1, —==F — = FE*. 11.102
0E '’ OE © 9E (11.102)
Para uma viga em balango, homogénea, prismatica, de comprimento ¢, sob carregamento
transversal ¢ e considerando-se a teoria de Bernoulli-Euler, a equacdo constitutiva entre os

r /) r
momentos fletores e as curvaturas é dada por M = EIv” , onde vcz> é o deslocamento

transversal da viga, £ ¢ o modulo de elasticidade e I ¢ o momento de inércia da segdo
transversal. Formule o problema estatico, o problema quase-estatico e o problema tangente,
indicando as equacdes de equilibrio e as condigbes de contorno.

Idem para a mesma viga com os momentos fletores dados por M = M ( v’ ).

Formule a solugdo pelo método de Euler explicito do problema quase-estatico do item an-
terior.

Seja um bloco de borracha cubico com dimensdes <a X a X a> que € distorcido com o se-
guinte campo de deslocamentos u; = azy, Uy = uz3 = 0. Determine L, F, E, S, P

e T no bloco, como também t" e ¢ nas bordas. Use (11.75) e (11.78). Repita para Linea-
ridade Geométrica.
Mostre que as componentes de &G em uma base ortonormal sdo dadas por
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Gy = Sibi. + Dyt Fin Frm - (11.103)

261






12

Formulacoes Integrais da

Mecanica dos Solidos

Neste capitulo os elementos de Calculo Variacional apresentados no Capitulo 5 sdo aplicados a Me-
canica dos Solidos e das Estruturas.

1 Formulacgdes sob Nao-linearidade Geometrica

Inicialmente formulagdes integrais para a Mecanica dos So6lidos Deformaveis sob Nao-linearidade
Geométrica serdo apresentadas. Estas formulagdes tém validade geral e ndo fazem restrigdes aos
deslocamentos, deformacdes e rotacdes.

1.1 Poténcia e Trabalho dos Esforgos Externos

Como introdugdo, os conceitos de poténcia e trabalho de uma forc¢a na Fisica sdo apresentados. Seja
f uma forga e 4 a velocidade do seu ponto de aplicagdo. A poténciade f ¢ definida por

P=f-u. (12.1)
O trabalho de f durante um intervalo de tempo (t,,%,) € definido por

) ) .
W:ﬁa Pdt:ff £ udt . (12.2)

‘a

Agora estes conceitos sdo generalizados para os esfor¢os da Mecanica dos So6lidos Deformaveis.

Definigdo 12.1: Poténcia das forcas de volume

A poténcia das forgas volimicas atuantes num sé6lido deformavel é entdo definida por

P = fvr b udVr . (12.3)

Definigdo 12.2: Poténcias das forgas superficiais

Ja a poténcia das forcas superficiais sobre a superficie externa de um solido deformavel é dada por
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P = fS - ads” . (12.4)

Definigdo 12.3: Poténcia dos esforgos externos
A poténcia dos esforgos externos ¢ definida por

Poo =P+ Py = [ b -aav’ + [ ¢ -ads’ . (12.5)

Observagéo 12.1

Note-se que (12.3) a (12.5) foram definidas por integragdo na configuracdo de referéncia. Na confi-
guragdo atual, a expressdo equivalente para a poténcia dos esforgos externos €

Py =P + P = fvb~udv+fst~uds. (12.6)

Defini¢éo 12.4: Trabalho dos esforgos externos
O trabalho dos esfor¢os externos em um intervalo de tempo Z = (t,,t,) ¢ definido por

)
Wei = [ Pt (12.7)

1.2  Poténcia e Trabalho dos Esforgos Internos

Definigdo 12.5: Poténcia dos esfor¢os internos
A poténcia dos esfor¢os internos de um solido deformavel é definida por

Py = fw P:Fdv'. (12.8)

Observagéo 12.2
Lembrando-se que P : F =8:F, onde

E =Sym(F'F), (12.9)
pode-se escrever

P, = wa cEdV" . (12.10)

Observagéo 12.3

Na configuragdo atual, tendo em vista que S = JF'TF~T ¢ dV = JdV", a expressdo equivalen-
te para a poténcia dos esforgos internos ¢

_ Cp-TRp-177 — ) -1
P, _fVT.F EF dV_fVT.Sym(FF Jav. (12.11)
Considere-se a seguinte aplicagdo da regra da cadeia
ou Ou Oz"
— = 12.12
dr 0x" Oz’ ( )
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onde as velocidades dos pontos materiais do solido foram consideradas uma funcao da posi¢cdo na

configuragdo atual ou deformada. Considerando-se que F = % e F7l = 83; , de (12.12) resul-
ta
ou :
— = FF! 12.13
aa: ) ( )

que ¢ conhecido como gradiente espacial das velocidades.

Defini¢éo 12.6: Trabalho dos esforcos internos
O trabalho dos esfor¢os internos num intervalo de tempo (¢,,%, ) € definido por

1
mzfmw (12.14)

1.3 Energia Cinética

Definigdo 12.7: Energia cinética de um sélido
A energia cinética de um s6lido deformavel é um funcional definido por
o, .,
T = fvrip w-udV" . (12.15)
Em (12.15), p" é a massa especifica na configuragéo de referéncia.

Observagéo 12.4
A derivada no tempo de (12.15) fornece

T = 3P (v-u+u-u)dV —pru udV'’. (12.16)

1.4 Teorema das Poténcias
A cada instante em um solido deformavel vale
Py = By + 1. (12.17)

Este resultado ¢ conhecido como Teorema das Poténcias. Para demonstra-lo, deve-se lembrar que
t" = Pn” em S". Logo, com a ajuda do teorema do divergente (Capitulo 3) e de (12.8), tem-se

Py= [ ¢ -ads" = [ (Pn')-ads” =
= [ (divP i+ P: F)dv" = (12.18)

= f (divP - 4)dV" + P, .
V'V

Introduzindo-se em (12.18) a primeira equagao local do movimento divP + b" = p"u , obtém-se

Py = fvr(p% b)) udV" + Py, . (12.19)
Logo, com a ajuda de (12.3) e (12.16), tem-se
Ps=T—P, + P, . (12.20)
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Donde, com o concurso de (12.5), decorre (12.17).

Observagéo 12.5
Integrando-se (12.17) num intervalo de tempo Z = (t,,t, ), obtém-se

Wext = Wine + AT, (12.21)
onde se introduziu a notagao

Ace) = (o)p — (o) . (12.22)

Definigdo 12.8: Processo quase-estatico

Chama-se processo quase-estatico qualquer processo no qual a energia cinética e sua variagao pos-
sam ser desprezadas.

Propriedades 12.1: Teorema das Poténcias para processos quase-estaticos
Num processo quase-estatico, tem-se
Fext = Bt (12.23)

e, num intervalo 7 = (t,,t,),

Wext = Wint (12.24)

1.5 Teorema dos Trabalhos Virtuais

Defini¢éo 12.9: Deslocamentos virtuais

Seja um campo de deslocamentos du € H; (V") °®', denominados deslocamentos virtuais.

Definigdo 12.10: Trabalho virtual dos esforgos externos
O trabalho virtual dos esforcos externos ¢ definido de forma semelhante a (12.5), ou seja,

Wiy = fvr b SudV' + fST ¢ SudsS” . (12.25)

Definigdo 12.11: Trabalho virtual dos esforgos internos
O trabalho virtual dos esforcosinternos ¢ definido, de forma analoga a (12.8), como se segue
Wi = P :6FdV" 12.26
int fV" ’ ( )
onde
OF = Vou . (12.27)

Definigdo 12.12: Variacao virtual da energia cinética

A variacdo virtual da energia cinética ¢, por sua vez, dada por

6T = fw i - SudV . (12.28)

61 . . .. ..
H,, (§2) aqui, e doravante, é o espago de Sobolev de ordem 7 para campos escalares, vetoriais ou tensoriais, em

geral, definido no dominio 2.
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1.5.1 Processos dinamicos

Aplicando-se o teorema do divergente de forma semelhante a (12.18), por ocasido da demonstracdo
do Teorema das Poténcias, tem-se a seguinte identidade

fst (Pn’)- SudS™ = fvr(divP Su+ P Vou)dV" . (1.29)
Portanto, com a ajuda das definigdes (12.25), (12.26) e (12.28), pode-se escrever
Wexe = Wiy + 0T + fw(divP +b" —p'u)- dudV" + j:q,-(tr — Pn")-6udS" . (12.30)
Logo, pode-se concluir que
divP +b" =p'u emV" e

Wey = W, oT Vo V") &
ext int + ) u < Hl( ) tr — P'I’LT em 57.

(12.31)

Assim
MWy = Wi + 6T, You € H(V"), (12.32)

¢ uma condigao necessaria e suficiente para que o solido esteja externa e internamente em equilibrio
dindmico, entendendo-se por equilibrio interno a equagao

divP +b" =p"ti emV’ (12.33)
e por equilibrio externo a equagao
t" = Pn" em§". (12.34)

Esta proposigdo ¢ conhecida como teorema dos trabalhos virtuais.

1.5.2 Processos quase-estaticos

Em processos quase-estaticos, tem-se

Wy = Wi, +fvr(d1vP+b )- SudV +fsr(t — Pn’)- SudS" . (12.35)
Logo
divP+b" =0 emV"™ e
W = Wy, You e H (V') < (12.36)
t" = Pn” emS”
Portanto
Wexe = Wi, Vou € H (V") (12.37)

¢ uma condig@o necessaria e suficiente para que o so6lido esteja externa e internamente em equilibrio
estatico, entendendo-se por equilibrio interno a equagao

divP +b" =0 em V" (12.38)
e por equilibrio externo a equagéo
t"=Pn" emS". (12.39)

1.5.3 CondicGes de contorno
Na Mecanica dos Solidos Deformaveis as condi¢des de contorno essenciais sao
u=u, em.JS,, (12.40)

e as condigOes de contorno naturais sao
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=1, emS. (12.41)

com S" = S U S, . Assim sendo, podem-se restringir os campos de deslocamentos virtuais aque-
les nos quais

ou =0 emJS, (12.42)
e o trabalho virtual dos esforgos externos pode ser definido como
W,y = fV b SudV" + fs 7 buds” (12.43)
Desta forma, com a ajuda de (1.29), (12.41) e (12.42), tem-se
Weye = Wiy + 0T + fw(divP +b" —pu)- dbudV" + j:q{r(f’" — Pn’)-5udS" . (12.44)
Logo, a seguinte proposicdo ¢ valida
divP +b" =p'u emV" e

MWy = Wy + 6T, You e H (V") &4
' ‘ “ 1(V7) t" =Pn" emS]

(12.45)

Assim

W = Wi + 6T, Vouc{uecH (V') u=0 emS;}, (12.46)

¢ uma condi¢do necessaria e suficiente para que o solido esteja externa e internamente em equilibrio
dindmico, entendendo-se por equilibrio dindmico interno a equagao

divP +b" = p'ii emV’ (12.47)
e por equilibrio dinAmico externo a equagio
t" = Pn’” emS; . (12.48)

Esta proposi¢do também ¢ conhecida como teorema dos trabalhos virtuais. Em processos quase-
estaticos, tem-se

Wi = Wiy + fw (divP + b")- 6udV'" + fS{(F — Pn’)- 6udS" . (12.49)
Logo

Wy = Wy, Vou < . (12.50)

Assim, portanto,

Wess = Wiy, Vouc{ueH (V') |u=0 emS;}, (12.51)

¢ uma condig@o necessaria e suficiente para que o solido esteja externa e internamente em equilibrio
estatico, ou seja, para que sejam satisfeitas as seguintes equacoes

divP+b" =0 emV" e t"=Pn" em§S]. (12.52)

Observacéo 12.6

Lembrando-se de (12.9), pode-se definir a deformagao virtual
SE = Sym(F'6F), (12.53)

de modo que
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Wy = fvr S :SEdVT . (12.54)

1.6 Potenciais

Chama-se potencial de uma forga f aplicada em um ponto, cujo deslocamento é dado por u, a
funcdo ¢ cu> tal que

_oy

I = : (12.55)
ou

Note-se que

b= = fa=—p (12.56)
ou
(&
W= —ft" idt = —Au . (12.57)
ta

Uma forga que possui o potencial ¢ acima ¢ dita conservativa.

Defini¢éo 12.13: Potencial das forcas de volume
Chama-se potencial das forcas de volume b", ou forgas por unidade de volume de referéncia, a fun-
¢do Yy (u> tal que

b= 9% (12.58)
ou

Definicédo 12.14: Potencial das forcas superficiais externas

Chama-se potencial das forcas superficiais externas t", ou forcas por unidade de superficie de
referéncia, a funcdo g Cu> tal que

7~ 9%
&r=->" (12.59)

Defini¢édo 12.15: Energia Potencial dos esforgos internos
Chama-se energia potencial dos esforcos externos o funcional U, cu> dado por

Uyy = fV,_;z)Vm)dvr +f5,, g cu>dS” . (12.60)

Soélidos submetidos a carregamentos externos para os quais exista o funcional U, (u> sdo chama-
dos de externamente conservativos. Os carregamentos externos sdo entdo denominados conservati-

VOS.
Propriedades 12.2

Se o potencial dos esfor¢os externos existir, entdo

Py = U (12.61)

A verificagdo de (12.61) é feita diferenciando-se (12.60) no tempo ¢ utilizando-se a regra da cadeia
e as defini¢des (12.58) e (12.59). De (12.61) conclui-se que

Wext = —AUex - (12.62)
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Exemplos 12.1
Quando o carregamento externo ndao depende dos deslocamentos, o potencial dos esforgos externos
¢ dado por

Up = —fw b udV" — fs T uds” . (12.63)

Definicao 12.16: Energia de deformacao especifica

Chama-se potencial dos esfor¢os internos por unidade de volume de referéncia a fungéo ¢ (F') tal
que
oy
P=_—. 12.64
O (12.64)
O potencial dos esforgos internos por unidade de volume de referéncia também pode ser definido
pela fungdo ¢ (E) tal que
oY
= —— 12.
S 9 (12.65)
O potencial dos esforgos internos por unidade de volume de referéncia também ¢ chamado de ener-
gia de deformacdo por unidade de volume de referéncia ou energia de deformacdo especifica. So-

mente solidos de materiais hiperelasticos possuem energia de deformacao e, por isso, sdo chamados
de internamente conser vativos.

Definigdo 12.17: Energia de deformacé&o do solido
Chama-se energia potencial dos esfor¢os internos o funcional
Ui (ud = fW@bOF(de. (12.66)

onde ¢y o Fcu> =y (Fcu) e Fcu> = I 4+ Vu, conforme a notacdo usual de composicao de
fungdes. O potencial dos esforgos internos também ¢ denominado energia de deformagao do solido.

Propriedades 12.3
Se o potencial dos esforgos internos existir, entdo
By = Upn (12.67)
e
Wine = AUy - (12.68)

num intervalo de tempo Z = (¢,,t,). A verificagdo de (12.67) ¢ feita diferenciando-se (12.66) no
tempo e utilizando-se a regra da cadeia e (12.64).

1.7  Energia Potencial e Energia Mecénica

Definigdo 12.18: Energia potencial de um sélido
Chama-se energia potencial do sélido o funcional
Ucu = Uy (> + Ugyg Cud (12.69)
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Observacéo 12.7

Observe-se que U ¢ um funcional do campo de deslocamentos u, sendo que u deve satisfazer as
condig¢des de contorno essenciais

u=u em§9,. (12.70)
Logo o dominio do funcional U : D — R ¢
D={uecH(V)|u=u emS]}. (12.71)

O espaco das variagdes admissiveis ¢, por sua vez, dado por

§D= {6u EH(V')|éu=0 em 55}. (12.72)
Propriedades 12.4
e A variagao de (12.69) levaa
§U = fWP L SFdV" — fwb SudV'" — fsft - SudS” | (12.73)
ou seja,
§U = Wiy — Wy, . (12.74)

e A diferenciacdo de (12.69) no tempo leva, por sua vez, a

U= Py — Py - (12.75)

Definicao 12.19: Energia mecénica de um sélido
Chama-se energia mecanica o funcional de dois campos E (u, %) dado por
E=U+T. (12.76)

Sélidos para os quais U e, portanto, £ existam sdo chamados de conservativos.

Propriedades 12.5: Conservacéo da energia mecanica

resultado é conhecido como Teorema da Conservacdo da Energia Mecanica para Solidos Conser-
vativos. Para demonstra-lo, deriva-se (12.76) no tempo, obtendo-se, com a ajuda de (12.75) e
(12.17),

E=U+T=P,—Pu,+T=0. (12.77)

Propriedades 12.6: Teorema da Energia Potencial

O campo de deslocamentos correspondente a uma configuracdo de equilibrio estatico de um sélido
conservativo é um ponto estacionario da energia potencial. Isto vem diretamente de (12.74) e do
Teorema dos Trabalhos Virtuais (12.50), ou seja,
divP+b" =0 emV" e
oU =0, VYéuedéD & {_ . (12.78)
t"=Pn" emS}

Este resultado é conhecido como Teorema da Energia Potencial.
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1.8 Funcional misto de Hu-Washizu

O funcional misto de Hu-Washizu foi formulado em 1960 no contexto da Linearidade Geométrica
(veja secdo 2.8 ainda neste Capitulo). Aqui ele é generalizado para a Nao-Linearidade Geométrica,
da seguinte forma

H(u,L,P)= fw@b(L)dvr +f57 g cu>dST +fV,_wV(u)dVT +

(12.79)
—fWP:(L—Vu)dv —fsg(Pn ) (u—w)dsS" .

Observacéo 12.8
Note-se que H : D — R ¢ um funcional de trés campos com

D=H V") xHy (V") xHy (V") (12.80)
e sem condi¢des de contorno essenciais. Logo ¢D = D. A variagdo de (12.79) resulta em

5Hf

» 6L+ai;/ $u— 6P : (L —Vu)—P: (5L —Véu)|dV" +

(12.81)
+f s . suasr — fST[((SPnT)-(u—'E)—i—(Pn’")-(Su]dS”.

Aplicando-se o Teorema do Divergente em f (Pn")-6udS" , tem-se

fy_(Pn’")-&udS’" - —j’sr(Pn7‘).5uds7‘ +fvr(divP-6u L P Veu)dV'.  (12.82)

U

Introduzindo (12.82) em (12.81) e reagrupando, obtém-se

SH :fw[(g—w—P) : 5L—(divp—%ﬂ)-5u—6pz(1:—w) v’ +

u

o (12.83)
S ro_ . o T
+ s,(a + Pn’ ) SudS fsﬁ(éPn ) (u—w)dS".
Pelo Lema Fundamental do Célculo Variacional tem-se de (12.83) as seguintes equagoes

P_a—¢ divp =2 o L= vu em V",

oL’ ) e (12.84)
Pnr:—ﬂ emS;, e wu=u emdS,].
ou

(12.84) engloba todas as equagdes e condi¢des de contorno da Teoria da Elasticidade sob Nao-
linearidade Geométrica. Funcionais como o de Hu-Washizu sao utilizados na formulagdo de méto-
dos diretos mistos.

1.9  Funcional hibrido-misto geral

Considere-se o seguinte funcional
G(u,L,P,d,t ):fvrqﬁ(L)dV —fwb cudV —fVI‘P:(L—Vu)dV +

—fs,fr-ddsr—fS,_tr-(u—d)dSr—fsrtr-(u—ﬁ)dsr.

(1.85) ¢ o funcional hibrido-misto geral da Mecéanica dos Sélidos.

(1.85)
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Observacéo 12.9

Note-se que G : D — R ¢ um funcional de cinco campos com

D="H (V") xHy (V") xHy (V") xHy(5)*xHy (5") (1.86)
e sem condi¢des de contorno essenciais. Logo 6D = D. Realizando-se a variagdo de (1.86), che-
ga-se a

— aw r _ . o o . _ r
5G_fw[8—L.5L—b-5u §P: (L —Vu)—P: (8L —Véu)|dV' +

—fsr?-éddsr —fsr[t"-(6u—6d)+5t7’-(u—d)]d5”’ + (1.87)

—fy[étr-(u — @)+t SuldS”.
Adicionando-se a identidade

f (Pn")- 6udS" —i—fST(Pn").éudS" —fw(divp.équP Véu)dV' =0 (1.88)

I
u

a (1.87) e reagrupando, obtém-se

0G =

o (%—P):6L—6P:(L—Vu)—(diVP—Fbr)-(?u av’ +

+ [ [(Pn" —t")-Su+ (¢ —F)-6d -6t - (u—d)]dS" + (1.89)

5
+ fsg[(Pnf“ —t7) bu— 8t (u —w)]dS".

Pelo Lema Fundamental do Calculo Variacional obtém-se de (1.89) as seguintes equacdes

P:g—%, L=Vu e divP+b =0 emV’",
Pn =t", t'=t" e u=d emS], (1.90)
Pn"=t" e wu=u emS,.
Note-se que d sdo os deslocamentos em S/ e t" sdo as forg¢as superficiais em S" = S} U S, .
Funcionais como (1.85) sdo utilizados em métodos diretos hibridos-mistos.

Observagéo 12.10

Note-se que a equagdo local do equilibrio expressa por PFT = FPT nao ¢ obtida em (1.90). Por
isso, ela precisa ser garantida na formulagdo de ¢ (L).

1.10 Funcionais hibridos de compatibilidade

Adotando-se ab initio a equagdo de compatibilidade L = Vu em V", de (1.85) decorre o seguinte
funcional hibrido de compatibilidade

Z(udt') = [ o(Va)dv’ - [ b -udv _fs;t .dds™ + o
_fs;'t (u—d)dS _fs,','t (u—u)dS" .

Observagéo 12.11

Note-se que Z : D — R ¢ um funcional de trés campos com
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D =H (V") xHy (S5 )xHy(S") (1.92)
e sem condi¢des de contorno essenciais. Logo éD = D. Realizando-se a variagdo de (1.91), chega-
se a

67 = f‘ L Vou — b - 6u}dV’ f T 6ddS” +
(1.93)
—fsr[tr-(6u—6d)+6tr-(u—d)]dST—fsy[&r-(u—ﬂ)—kt’"-éu]dsr.

Adicionando-se a identidade (1.88) a (1.93) e reagrupando, obtém-se

57 — b (8_¢_p) : Véu — (divP + br)-éu}dvr +

oVu
+ f,,[(tr —t")-6d + (Pn" — ") - 6u—6t" - (u—d)]dS" + (1.94)

+f Pn’ —t")-8u—6t" - (u—u)]dS" .
Pelo Lema Fundamental do Célculo Variacional obtém-se de (1.94) as seguintes equacdes

o
P=—
oVu
Pn =t", t=t" e u=d em§S], (1.95)

e divP+b" =0 emV’",

Pn =t ¢ u=u emJS.

Note-se que t" sdo as forgas superficiais em 5" = S/ U S, e que d sdo os deslocamentos em S} .

Observagéo 12.12

A equagdo local do equilibrio dada por PFT = FPT nio é obtida em (1.95). Por isso, ela precisa
ser garantida na formulac¢do de ¢ (Vu).

Observacéo 12.13

Adotando-se a priori a equacdo de compatibilidade w = d em S/, de (1.91) decorre o seguinte
funcional

Viwt)= [ oVwdv — [ b oudv— [ T oudsT— [ ¢ (u-@dsT. (1.96)

Y : D — R éum funcional de dois campos com

D= H (V") x Hy (S]) (1.97)

e sem condi¢des de contorno essenciais. Logo ¢D = D. A variagao de (1.96) leva a

— 81# . N X r A ro_ T, _ A r
Y = V,_[a(w).wu b 5quV +fsg_t SudS fséét (u—w)dS" . (1.98)

Somando-se a identidade (1.88) a (1.98) e reagrupando, obtém-se

6Y:fr[ (@u)—P]:Véu—(divP%—br)-éu av’ +
(1.99)
+f (Pn" —%")- SudS" +f — ) Su— 6t (u—w)dS".

Pelo Lema Fundamental do Célculo Variacional tem-se de (1.99) as seguintes equacdes
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P = oY e divP+b" =0 emV",
0(Vu) (1.100)

t" emS/, Pn =t e wu=u emS].

Pn”

Note-se que t" sdo as reagdes em S, .

Observagéo 12.14

(1.91) ou (1.96) sao utilizados na formulacao de métodos diretos hibridos de compatibilidade ou de
deslocamentos.

1.11 Teorias Estruturais

Definigdo 12.20: Teoria Estrutural

Da-se o nome de Teoria Estrutural a qualquer teoria mecanica obtida a partir da Mecanica dos So-
lidos Deforméaveis, em consisténcia com qualquer das formulagdes integrais aqui apresentadas, a-
través da introducdo de restri¢des cinematicas e estaticas.

Observacéo 12.15

O teorema dos trabalhos virtuais constitui-se em uma poderosa ferramenta para a formulagdo con-
sistente das equagdes e condi¢des de contorno de teorias estruturais, como as diversas teorias de
barras, de placas e de cascas.

Exemplo 12.2: treliga plana

Considere-se a estrutura plana da Figura 12.1 abaixo. Pelo teorema de Pitagoras, tém-se

0 =a®>+0> e P =a®>+0b-u).

Figura 12.1: Trelica

Derivando-se no tempo, obtém-se 200 = —2(b — u) 4. Portanto, pode-se escrever

60 = —071(b—u)bu.
Os trabalhos virtuais externo e interno sio
Wey = Péu e W, = 2NOL
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onde N ¢é a forca normal nas duas barras. De §W,,, = 6W, e 60 = 01 (b —u)du vem

P=—2N{1(b—u).

Supondo que a elasticidade das barras seja dada por 0 = Ee, onde 0 = T ee = %, tem-se
N:EAM_,,E e
l
o 2 o2 212 _
p— _opat Te b—u _ o N@ (=) —Va’ 1 b—u .
¢ ¢ Va2 +v? Ja? + (b —u)?
AP

Figura 12.2: Resposta quase-estatica da trelica

2 Formulacdes sob Linearidade Geometrica

As formulacdes a serem apresentadas nesta se¢do pressupdem a hipdtese de Linearidade Geométri-
ca. Como ela confunde a configuracdo deformada com a de referéncia, tem-se em geral que, na no-
tagdo aqui empregada,

(o) = (o7, (12.101)
Além disso, as seguintes igualdades passam a ser validas
F=1 T=S=P e FE=I4L=Sym(Vu). (12.102)

2.1 Poténcia e Trabalho dos Esforgos Externos

Definigdo 12.21: Poténcia das forcas de volume
A poténcia das forcgas de volume atuantes num so6lido deformavel é entdo definida por

B = fvb-udV. (12.103)

Definicédo 12.22: Poténcia das forcas superficiais
Ja a poténcia das forcas superficiais sobre a superficie externa de um solido deformavel é dada por
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PS:fSt.uds.

Definigdo 12.23: Poténcia dos esforcos externos
A poténcia dos esforgos externos ¢ definida por

Py =B + P :fvb-'ddVJrfSt-udS.

Definigdo 12.24: Trabalho dos esforgos externos
O trabalho dos esfor¢os externos num intervalo de tempo (t,,%,) ¢ definido por

By
I/Vext = L/; Pextdt .

2.2 Poténcia e Trabalho dos Esforc¢os Internos

Definigdo 12.25: Poténcia dos esforgos internos
A poténcia dos esforgos internos de um so6lido deformavel ¢ definida por

P, = fw T:EJV'".

Defini¢éo 12.26: Trabalho dos esforgos internos
O trabalho dos esforcos internos num intervalo de tempo Z = (t,,1,) ¢ definido por

b
Wi = [ Pudt

2.3 Energia Cinética

Definigdo 12.27: Energia cinética de um sélido
A energia cinética de um s6lido deformavel é um funcional definido por

1. .
T—fv§pu-udV.

Observacéo 12.16
A derivada no tempo de (12.110) fornece

T:fv§p(u~u+u~u)dv—fvrpu-udV.

2.4 Teorema das Poténcias

A cada instante em um solido deformavel vale
R:xt = Rnt +T.

Este resultado ¢ conhecido como Teorema das Poténcias.
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Observacéo 12.17

Para demonstra-lo, deve-se lembrar que ¢ = Tn. Logo, com a ajuda do teorema do divergente,
tem-se

Py = J:qt-udS = fS(Tn) -udS =
:fv<divT-'z),+T:E‘)dV: (12.113)
- fv(diVT -w)dV + Py, .
Introduzindo-se em (12.113) a primeira equagao local do movimento divT + b = pu, obtém-se
Po= [ (phii—b) V" 4 Py (12.114)
Logo, tem-se
Ps=T—P, + P, . (12.115)
Donde decorre (12.112).
Observagéo 12.18

Integrando-se (12.112) num intervalo de tempo Z = (%,,%, ), obtém-se

Wexe = Wine + AT . (12.116)

Observacéo 12.19
Num processo quase-estatico, tem-se
Pot = But (12.117)

e, num intervalo 7 = ({,,1,),

Wext = Wing - (12.118)

2.5 Teorema dos Trabalhos Virtuais

Definigdo 12.28: Deslocamentos virtuais

Seja um campo de deslocamentos du € H; (V'), denominado campo dos deslocamentos virtuais.

Observacéo 12.20

Nao ¢ feita nenhuma hipotese sobre a magnitude dos deslocamentos virtuais

Definigdo 12.29: Trabalho virtual dos esforcos externos
O trabalho virtual dos esforcos externos ¢ definido por

W :fvb-éudV—l—fSt-éudS. (12.119)

Definigdo 12.30: Trabalho virtual dos esforcos internos
O trabalho virtual dos esforcos internos ¢ definido, como se segue
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Wiy = fvT . SEAV (12.120)

onde

6E:%[V6u+(V§u)T]: Sym (Véu) . (12.121)

Definicao 12.31: Variacao virtual da energia cinética
A variacao virtual da energia cinética é, por sua vez, dada por

§T = fv pii - SudV . (12.122)

2.5.1 Processos dinamicos

Aplicando-se o teorema do divergente de forma semelhante ao Teorema das Poténcias, tem-se

Wy = Wiy, +6T+fv(diVT+b—pfii)-éudV+fS(t—Tn)-5udS. (12.123)

Logo
divI'+b=pu emV e
Wey = Wiy + 6T, Youe Hy (V) & (12.124)
t=Tn emS
Portanto
Wey = Wy + 6T, You, (12.125)

¢ uma condi¢do necessaria e suficiente para que o solido esteja externa e internamente em equilibrio
dindmico, entendendo-se por equilibrio dindmico interno a equagao

divT +b=pii emV (12.126)
e por equilibrio dinAmico externo a equagio
t=Tn emS. (12.127)

Esta proposi¢do ¢ conhecida como teorema dos trabalhos virtuais.

2.5.2 Processos quase-estaticos

Em processos quase-estaticos, tem-se

Wy = Wiy + fv(dwT +b)-6udV + fs(t —Tn)-6udsS . (12.128)
Logo
dvl'+b=0 emV e
Wy = Wy, You e M (V) < . (12.129)
t=Tn em§S
Portanto
Wy = Wy, , Vou, (12.130)

¢ uma condig@o necessaria e suficiente para que o solido esteja externa e internamente em equilibrio
estatico, entendendo-se por equilibrio interno e externo respectivamente as equagoes

divl'+b=0 emV e t=Tn emS. (12.131)
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2.5.3 CondicGes de contorno
Na Mecanica dos Solidos Deformaveis as condi¢des de contorno essenciais sao
u=u, emJS,,
e as naturais
=t, em,.
Assim sendo, pode-se restringir os campos de deslocamentos virtuais aqueles nos quais
ou =0 em§S,
e o trabalho virtual dos esforcos externos pode ser definido como
W = fvb-éudv +fslt - Suds .
Desta forma, com a ajuda do teorema do divergente, tem-se
Wy = Wiy + 6T + fv(diVT +b—pi)-budV + fs,(f —Tn)- buds .
Logo
divI'+b=pu emV e
Wey = Wiy + 6T, Youe H (V) & T—Tn ems,

Portanto

West = Wiy + 6T, Voue{uecH(V)|u=o0emS,},

(12.132)

(12.133)

(12.134)

(12.135)

(12.136)

(12.137)

(12.138)

¢ uma condig@o necessaria e suficiente para que o s6lido esteja externa e internamente em equilibrio

dindmico, entendendo-se por equilibrio dindmico interno a equagdo
divT'+b=pu emV
e por equilibrio dindmico externo a equagao
t=Tn emS,.
Esta proposi¢do ¢ conhecida como teorema dos trabalhos virtuais.

Em processos quase-estaticos, tem-se
Wy = Wiy + fv(divT b)) SudV + fst(f —Tn)-budS .
Logo
divl'+b=0 emV e
Wext = Wy, You e H (V) &1
' ! “ 1(V) t=Tn emS,

Portanto

Wese = Wiy, Vouc{uecH (V)| u=o0em§,},

(12.139)

(12.140)

(12.141)

(12.142)

(12.143)

¢ uma condig@o necessaria e suficiente para que o s6lido esteja externa e internamente em equilibrio

estatico, entendendo-se por equilibrio interno e externo as equagoes

divl+b=0 emV e t=Tn emb,.
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2.6 Potenciais

Defini¢éo 12.32: Potencial das forcas de volume
Chama-se potencial das forcas de volume a funcdo vy cu> tal que

b O (12.145)
ou

Definigédo 12.33: Potencial das forgas superficiais externas
Chama-se potencial das forcas superficiais externas a fungao g cu> tal que

T 9 (12.146)
ou

Definicédo 12.34: Energia potencial dos esforcos externos
Chama-se energia potencial dos esfor¢os externos o funcional U, ¢u> dado por

Uy = fV¢V<u>dv+fSwS<u>ds. (12.147)

Soélidos submetidos a carregamentos externos para os quais exista o funcional U, (u> sdo chama-

dos de externamente conservativos. Os carregamentos externos sdo entdo denominados conservati-
VOS.

Propriedades 12.7
e Se o potencial dos esfor¢os externos existir, entdo
Py = —Uey (12.148)
e De (12.148) conclui-se que
Wext = —AUcy - (12.149)

Exemplo 12.3

Quando o carregamento externo ndo depende dos deslocamentos o potencial dos esfor¢os externos é
dado por

Ui = —fvb-udV—fo-udS. (12.150)

Definicédo 12.35: Energia de deformacao especifica
Chama-se potencial dos esforgosinternos a fungio ¢ (F) tal que

_ 9%
T=—0 (12.151)

O potencial dos esforgos internos também é chamado de energia de deformagéo especifica. Somen-
te solidos de materiais hiperelasticos possuem energia de deformagdo e, por isso, sdo chamados de
Inter namente conser vativos.

Exemplo 12.4: Material hiperelastico linear

No caso de linearidade fisica, ou seja, de elasticidade linear, sem tensoes iniciais, ¢ ( E) ¢ dado por
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V(E) = %E . DE . (12.152)

Assim

_ o _
T === DE. (12.153)

Logo, pode-se escrever

V(E) :%E:T. (12.154)

Definigdo 12.36: Energia de deformacéo do solido
Chama-se energia potencial dos esforcos internos o funcional

Uint(u):fvon<u)dV, (12.155)

com a notacdo usual de composi¢do de fungdes. O potencial dos esforgos internos também ¢é deno-
minado energia de deformacéo do soélido.

Exemplo 12.5: Material hiperelastico linear

No caso de elasticidade linear sem tensoes iniciais resulta

1
. = | =E:DEdV . 12.1
Uiy (> fv2 dv (12.156)
Utilizando-se o Teorema dos Trabalhos Virtuais (12.143), com 0F = E ¢ éu = u, tem-se

fVT:Edv:fVE:wEdV:be.udv+LZ-uds . (12.157)

Propriedade 12.8: Teorema de Clapeyron

Se o material for elastico linear sem tensoes iniciais, de (12.156) e (12.157), obtém-se

1 _
Ui _§(fvb-udV—|—fStt-udS), (12.158)
resultado conhecido como Teorema de Clapeyron.
Propriedades 12.9
a) Se o potencial dos esforgos internos existir, entdo
Pt = Ui (12.159)
b) Da mesma forma, tem-se, num intervalo de tempo Z = ({,,%, ),
Wi = AUy - (12.160)

2.7 Energia Potencial e Energia Mecanica

Definigdo 12.37: Energia Potencial de um solido
Chama-se energia potencial do sélido o funcional
Ucu> = Uy ) 4 Uggg (> (12.161)
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Observacéo 12.21

Observe-se que U ¢ um funcional do campo de deslocamentos u, sendo que u deve satisfazer as
condic¢des de contorno essenciais

u=u emJ§S,. (12.162)
Logo o dominio do funcional U : D — R pode ser
D={uecH (V)| u=uem§,}. (12.163)

O espaco das variagdes admissiveis ¢, por sua vez, dado por

6D:{6u€H1(V)|6u:oem Su}. (12.164)

Exemplo 12.6: Sélido elastico linear sob carregamento constante

Quando os esforcos externos ndo dependem dos deslocamentos ¢ o material € elastico linear sem
tensdes iniciais, a energia potencial ¢ dada por

U:%fVT:EdV—fvb~udV—fStt_~udS . (12.165)

Observagéo 12.22
A variagdo de (12.161) leva a
§U = fVT:(SEdV—be-(SudV—fStt - SudS | (12.166)

ou seja,
OU = Wiy — Wey - (12.167)

Observagéo 12.23

A diferenciago de (12.161) no tempo leva, por sua vez, a

U= Py — P - (12.168)

Definigdo 12.38: Energia mecénica
Chama-se energia mecanica o funcional de dois campos F (u,u) dado por
E=U+T. (12.169)

Solidos para os quais U e, portanto, E existam sdo chamados de conservativos.

Propriedades 12.10: Teorema da Conservacao da Energia Mecéanica

A energia mecanica de um so6lido conservativo é constante no tempo, isto €, se conserva. Este resul-
tado é conhecido como Teorema da Conservacao da Energia Mecanica para Solidos Conservativos
e pode ser expresso por

E=0. (12.170)
Propriedades 12.11: Teorema da Energia Potencial

O campo de deslocamentos correspondente a uma configuracdo de equilibrio estatico de um sélido
conservativo ¢ um ponto estaciondrio da energia potencial, ou seja,
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divTl +b=0emV e

oU =0, VYéuedD & {_ . (12.171)
t =TnemS,

Este resultado ¢ conhecido como Teorema da Energia Potencial. Se U for convexo o ponto esta-
ciondrio corresponde a um minimo.
Propriedades 12.12: Unicidade do Minimo da Energia Potencial

Quando os esforcos externos ndo dependem dos deslocamentos ¢ o material € elastico linear sem
tensoes iniciais, a energia potencial é dada por

U:fV%T:EdV—be-udV—fStt -udS . (12.172)
Logo
U(ub)—U(ua)—éU(ua,ub—ua):fvzb(Eb—Ea)dV. (12.173)
Assim, se
w(E)>0,YE=0. (12.174)

entdo U ¢ estritamente convexo e a solu¢do do problema estatico da Teoria Linear da Elasticidade
existe, € Unica e minimiza a energia potencial. (12.174) é conhecido como Teorema de Kirchhoff.
Observagéo 12.24

Para materiais elasticos lineares iso6tropos pode-se mostrar, de acordo com o Teorema de Kirchhoff
do Capitulo 10, que (12.174) redunda em

1
E>0 e —1<v<g. (12.175)

2.8  Funcional misto de Hu-Washizu

O funcional misto de Hu-Washizu® foi formulado em 1955 da seguinte forma
H(u,E,T) = fvw(E)dV n fs, by cu>dS + fvwv curdV +

(12.176)
—fVT:(E—Sym(Vu))dV—fSu(Tn)-(u—ﬁ)dS.

Note-se que H : D — R ¢ um funcional de trés campos com

D=H(V)XHy(V)xHy (V) (12.177)
e sem condi¢des de contorno essenciais. Logo 6D = D. Realizando-se a variagdo de (12.176), ob-
tém-se

5H :fv[(%—T) L 6E —

g _
+ St(a—u+Tn)-6udS—deV—fsu(éTn)-(u—u)dS-

Pelo Lema Fundamental do Calculo Variacional tem-se de (12.178) as seguintes equacdes

ou

divT —%).(‘m T : (E — Sym(Vu))|dV +
(12.178)

52 H.C. Hu, “On some Variational Principles in the Theory of Elasticity and Plasticity”, Scientia Sinica, 4, 1, 1955; K.
Washizu, “On the Variational Principles in the Theory of Elasticity and Plasticity”, Aeroelastic and Structures Labora-
tories, MIT, Tech. Report 25-18,1955.
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T:%, diVT:%—Tﬁ/ e E=Sym(Vu) emV,

g

Tn = ——=

" ou

(12.179) engloba todas as equagdes e condi¢des de contorno da Teoria da Elasticidade sob Lineari-

dade Geométrica. Funcionais como o Funcional de Hu-Washizu sdo utilizados na formulacdo de
métodos diretos mistos.

(12.179)
emS e u=u em§9,.

Observacéo 12.25

H nao é convexo. Logo a solugdo do problema estatico da Teoria Linear da Elasticidade ndo cor-
responde a um minimo de H .

Observacéo 12.26

Note-se que a equagdo local do equibrio, expressa por T = T, ndo é obtida em (12.179). Por isso,
ela precisa ser garantida na formulagdo de ¥ (E).

2.9  Funcional hibrido-misto geral

Considere-se o seguinte funcional, que ¢ uma generalizagdo do Funcional de Hu-Washizu mostrado
em (12.176),

G(u,E,T,d,t):fvw(E)dW—fvb-udV—fvT:(E—Sym(Vu))dV+

~ ~ (1.180)
—fsft-ddS—fsft-(u—d)dS—fS“t-(u—u)dS.

Observagéo 12.27

Note-se que G : D — R ¢ um funcional de cinco campos com

D=HV)xH (V)xHy(V)xHy(S)xHy(5,) (1.181)
e sem condigdes de contorno essenciais. Logo 6D = D. Realizando-se a variag@o de (1.180), che-
ga-se a

9
oG = fv[@% O0E —b-6u— 06T : (E—-Sym(Vu))—T : (0FE —Sym(Véu))|dV +
—fstf-(sddS—fSt[t-(éu—5d)+5t-(u-d>]d$+ (1.182)

—fs[ét-(u—ﬂ)th«é‘u]dS.
Adicionando-se a identidade
fSu(Tn)-éudS+fSt(Tn)-éudS—fv[dlvT-6u+T:Sym(Véu)]dV: 0 (1.183)

a (1.182) e reagrupando, obtém-se
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9 .
6G:fv‘(a—g—T):6E—(5T:(E—Sym(Vu))—(dlvTﬁ—b)'éu}dV—F
+fS(Tn—t)-5udS+fS(t—{)-édds+[96t-(d—u)ds+ (1.184)

+fsu[(Tn—t)-(su—at.m—ﬂ)]ds

Pelo Lema Fundamental do Célculo Variacional tem-se de (1.184) as seguintes equagdes

T—g;g E=Sym(Vu) e div'+b=0 emV,
Tn=t, t=t e u=d emS,, (1.185)
Tn=t ¢ u=u em)S,.

Note-se que d s@o os deslocamentos em S; e ¢ sdo as forgas superficiaisem S = S, U S, .

Observagéo 12.28

Funcionais gerais como (1.180) podem ser utilizados na formulacdo da varios dos métodos diretos
conhecidos.

Observacéo 12.29

Note-se que a equacdo local do equibrio, expressa por T = T, ndo é obtida em (1.185). Por isso,
ela precisa ser garantida na formulacdo de ¥ (E).

2.10 Funcionais hibridos de compatibilidade

Adotando-se ab initio a equag@o de compatibilidade £ = Sym(Vwu) em V', de (1.180) decorre o
seguinte funcional hibrido de compatibilidade

Z(u,d,t):fvw(sym(Vu))dV—fvb-udV—fslf-ddeL s
—fStt‘(u—d)dS—fsﬂt-(u—ﬂ)dS. '

Observacéo 12.30

Note-se que Z : D — R ¢ um funcional de trés campos com

D=HV)XxHy(S)xHy(S) (1.187)

e sem condigdes de contorno essenciais. Logo 6D = D. Realizando-se a variag@o de (1.186), che-

ga-se a
z=,

as_ym(v ) Sym(Véu)—b-éu}dV—Ltt-6ddS+

—j‘;’[t-(éu—éd)+6t-(u—d)]dS—fS [6t-(u—1@)—+t-6uldsS.

u

(1.188)

Adicionando-se a identidade
fsﬂ (Tn)- SudS + fs,, (Tn)- SudS — fv[dlvT Su+ T :Sym(Véu)ldV =0  (1.189)

a (1.188) e reagrupando, obtém-se

286



5Zf

[8Sym(Vu) ]:5E]dV+
+ [ [(Tn—t)-su+(t—F)-6d—5t-(u—d)]dS +

+j;u[(Tn—t)-éu—ét-(u—ﬁ)]ds

Pelo Lema Fundamental do Célculo Variacional tem-se de (1.190) as seguintes equagdes

o .
S A -
o) e divlT+b=0 emV,

Tn=t, t=t e u=d emS,,

Tn=t ¢ u=u emJS,.

Note-se que ¢ sdo as forgas superficiaisem S = 5, U S, e d sdo os deslocamentos em S, .

Observacéo 12.31

(1.190)

(1.191)

Note-se que a equacdo local do equibrio, expressa por T = T, ndo é obtida em (1.191). Por isso,

ela precisa ser garantida na formulacdo de ¥ (Vu).

Observagéo 12.32

Adotando-se u = d em §,, de (1.186) decorre o seguinte funcional

Y(u,t):fvz/J(Sym(Vu))dV—be'udV—fSf-udS—fS’ t-(u—w)ds .

Note-se que Y : D — R ¢ um funcional de dois campos com

D =H((V)xHy(S)

(1.192)

(1.193)

e sem condigdes de contorno essenciais. Logo 6D = D. Realizando-se a variag@o de (1.192), che-

ga-se a

v=J,

B(V ) Véu—b-éu}dV%—

—fstt-(5u—5d)ds—fsu[étmu—ﬁwt‘&u]ds.

Adicionando-se a identidade (1.183) a (1.182) e reagrupando-se, obtém-se

=,

[G(Vu T):Sym(V(Su)—(dlvT—kb)-éu av +

+fs,, Tn—f)-éudS+fsu[(Tn—t)~6u—6t-(u—ﬂ)]dS

Portanto, as equacoes de Euler-Lagrange de (1.192) sao

o :
=——— — ¢ divT+b=0 emV,
0(Sym(Vu))

Tn=t emS,,
Tn=t e u=u em§9,.

Note-se que t sdo as reagdes em S, .
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Observacéo 12.33

(1.186) ou (1.196) sao utilizados na formulacdo de métodos diretos hibridos de compatibilidade ou
de deslocamentos.

2.11 Teorema dos Trabalhos Virtuais Complementares

Definigdo 12.39: Esforgos virtuais

Seja 0T € H; (V) um campo de tensdes qualquer que esteja em equilibrio interno e externo com
os campos 0t € Hy(S) em S e 6b € Hy (V) em V , isto &,

diveT +6b=0 emV, 6T =6TT emV e éTn=6t emS. (12.197)
Logo, pode-se escrever que 6T € 6E*, onde

86" ={6T € H (V)| divéT + 6b =0, 6T = 6T emV ¢ 6Tn =6t em S}. (1.198)

Definigdo 12.40: Trabalho virtual complementar externo
O trabalho virtual complementar externo ¢ definido por

SWL, :fvéb-udVJrfS&t-udS (12.199)

Definigdo 12.41: Trabalho virtual complementar interno
O trabalho virtual complementar interno é definido por

Wi, = fv §T : EdV (12.200)
onde F ¢ o tensor das pequenas deformagoes.
Definigdo 12.42: Equacéao de compatibilidade
A equacao
E:Syrn(Vu):%[Vu+(Vu)T] emV (12.201)

¢ conhecida como a equacdo de compatibilidade entre o campo de deformagdes e de deslocamen-
tos.

Propriedades 12.13: Teorema dos Trabalhos Virtuais Complementares

Utilizando o teorema do divergente em (12.199), tem-se

SWo, = Wi, + fV[E — Sym(Vu)]: §TdV . (12.202)
Logo
Woy = 6Wery, V6T € 66 < E =Sym(Vu) emV . (12.203)
Portanto
Wy = 6Wary, V6T emV (12.204)

€ uma condicdo necessaria e suficiente para a compatibilidade entre os campos E e wu. Este resul-
tado é conhecido como Teorema dos Trabalhos Virtuais Complementares.
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2.12 Teorema da Energia Potencial Complementar

Definigdo 12.43: Energia de deformagédo complementar especifica

A fungdo w* (T) tal que

oy’
= 12.205
8T Y ( )
¢ denominada energia de deformacéo complementar especifica ou por unidade de volume.
Observacao 12.34
A expressao geral da energia de deformacao complementar especifica é
V' =T:E—y(E), (12.206)
pois
oy OE, OEdy
or ~ P orT orom (12.207)

(12.206) ¢é conhecida como transformacéo de Legendre ¢ existe somente se a fungdo T' = T (FE)

for inversivel, isto é, se existir a inversa E(T) = T ' (T).

Definigdo 12.44: Energia de deformacéo complementar

A energia de deformacdo complementar de um soélido hiperelastico sob linearidade geométrica é
dada por

U (T) = [ 4" (T)aV. (12.208)

Exemplo 12.7: Material elastico linear

No caso de elasticidade linear sem tensoes iniciais

@b*:T:E—%T:E:%T:E, (12.209)
ou seja,
v (T)=v¢(E)o E(T). (12.210)
(12.209) pode também ser expressa da seguinte forma
v (T) = %T :CT (12.211)
onde
C=D" (12.212)

¢ o tensor dos modulos elasticos de flexibilidade introduzido no Capitulo 10.

Definigdo 12.45: Energia potencial complementar

Para so6lidos hiperelasticos sob linearidade geométrica a energia potencial complementar ¢ definida
por

U(T)=U,,.(T) —fS w-(Tn)dV , (12.213)

w
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* r . ~ g . .
onde U : D — R ¢ um funcional de campos de tensdes equilibrados externa e internamente, isto
¢, campos T tais que

divl +b=0 emV e Tn=t emS,. (12.214)
Logo, o dominio de U T é

D(V):{TEHl(V)\diVT—I—b:o,T:TT emV e Tn=t emSt}.
(12.215)

Observagéo 12.35

Nao ha sentido em se falar de energia potencial complementar para estruturas estaticamente deter-
minadas, uma vez que nelas existe apenas um campo de tensdes que satisfaz as equacdes de equili-
brio.

Observagéo 12.36
Note-se também que
oD(V) = {T eEH(V)|divT =0, T= TT emV e Tn=o emSt}. (12.216)

¢ o espaco das variacdes admissiveis de (12.213).

Propriedades 12.14: Teorema da Energia Potencial Complementar

Variando-se (12.213), com a ajuda do teorema do divergente e do teorema dos trabalhos virtuais
complementares, tem-se

5U*(T):fV[E—Sym(Vu)]:éTdVJrfs (u—w)-(6Tn)ds . (12.217)
Logo
. E =Sym(Vu) emV e
U =0, V6T € 6D _ . (12.218)
u=u emS§Y,

Para configuragdes compativeis, o campo de tensdes ¢ um ponto estacionario de U " (12.218) ¢
conhecido como teorema da energia potencial complementar. Se U™ for convexo, o ponto estacio-
nario corresponde a um minimo de U .

Exemplos 12.8: Material elastico linear

No caso de elasticidade linear

U*(T):fV%T:CTdV—fS“a.(Tn)dV (12.219)
Logo
UN(T,) - U (T,) - 8U (T, T, - T,) = fvw*m —T,)dV . (12.220)
Assim, se
v (T)>0,VT =O. (12.221)

entdo U ¢ estritamente convexo e a solu¢do do problema estatico da Teoria Linear da Elasticidade
existe, ¢ Uinica e minimiza a energia potencial complementar.
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Observacéo 12.37

Para materiais elasticos lineares isétropos (12.221) redunda também em (12.175).

2.13 Funcional misto de Hellinger-Reissner

Introduzindo-se (12.206) em (12.176) e invertendo-se o sinal, obtém-se um funcional de dois cam-
pos dado por

R(u,T):fvw*(T)dV—fS¢5<u>d5—fv¢v<u>dv+

B (12.222)
— fVT . Sym (Vu)dV + fS“ (Tn)- (u—@)dS,

onde T = T . (12.222) é conhecido por funcional de Hellinger-Reissner®,

Observagéo 12.38
Note-se que R : D — R ¢éum funcional de dois campos com
D=H(V)xHy (V) (12.223)

e sem condi¢des de contorno essenciais. Logo 6D = D. Realizando-se a variagdo de (12.222),
obtém-se

SR = f 67 : [ 22 _ Sym(Vu) +(divT—aﬂ)-6u av
v oT ou
o (12.224)
_ o ) (u—1u
Sﬁ( ot Tn) SudS + fSJ(&Tn) (u — @)dS.
Pelo Lema Fundamental do Célculo Variacional tem-se de (12.224) as seguintes equagdes
Sym(Vu):% e diVTzaﬂ emV ,

oT du (12.225)

Tn:—% emS; e uwu=u em§Y,.
ou

(12.225) engloba todas as equagdes e condi¢des de contorno da Teoria da Elasticidade sob Lineari-
dade Geométrica. Funcionais como este sdo muito utilizados na formulacdo de métodos diretos mis-
tos.

Observagéo 12.39

R ndo é convexo. Logo a solu¢do do problema estatico da Teoria Linear da Elasticidade ndo cor-
responde a um minimo de R.

2.14 Funcional hibrido-misto complementar

Considere-se o funcional dado por

G*(u,T,d,t):fvw*(T)dV+be-udV—fvT:Sym(Vu)dV+
B (1.226)
+fst-dds+fst-(u—d)ds+fs t-(u—a)dS,

5 E. Hellinger, ,,Der allgemeine Ansatz der Mechanik der Kontinua®“, Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaft,
v4, Teil 4, 1914; E. Reissner, ,,On a Variational Theorem in Elasticity, Journal of Mathematics and Physics, v29, 2,
1950.

291



onde T = T7.

Observagéo 12.40
Note-se que G* : D — R ¢ um funcional de quatro campos com
D=HV)xHy(V)xHy(S)*xHy(S) (1.227)

e sem condigdes de contorno essenciais. Logo 6D = D. Realizando-se a variagdo de (1.226), che-
ga-se a

. oy
G :fv{;;’ 6T +b-6u — 6T : Sym(Vu)— T : Sym(Véu)|dV +

+ fst?-éddS + fst [t (6u—6d)+ 6t-(u—d)]dS + (1.228)

+fsu[5t-<u—a)+t-5u]ds.

Adicionando-se a identidade (1.183) a (1.228) e reagrupando-se, obtém-se
¥ _ (oY :
Ple. _fv 6T.[8T Sym(Vu)]+(d1vT+b) Su|dV +

— S[(t—f)-(ﬁd+(Tn—t)-6u—6t-(u—d)]d5+ (1.229)

_fs [(Tn—t) 6u— 6t (u—w)]dS.

Pelo Lema Fundamental do Célculo Variacional obtém-se de (1.229) as seguintes equagdes

Sym(Vu) = glg_, e divl+b=0 emV,
t=t, Tn=t ¢ u=d emS,, (1.230)
Tn=t ¢ u=u emJS,.

d sdo os deslocamentos em S, ¢ t sdo as forgas superficiais em S = S, U S, . Funcionais como
(1.226) sao utilizados em métodos diretos hibridos-mistos.

2.15 Funcionais hibridos de equilibrio

Considere-se o funcional dado por

Z*(T,d,t):fvdz*(T)dV—kat(t —Tn)-ddS + -
+fS (t—Tn)-ddS—fSt-ﬂdS,

onde o campo de tensdes T satisfaz as equagdes locais de equilibrio, isto ¢ T € £(V), com
E (V') definido por

8(V):{T€H1(V)|divT+b:o e T=T17 emv}. (1.232)

Observacéo 12.41

Note-se que Z* : D — R ¢ um funcional de trés campos com

D=EWV)XxHy(S)xHy(S,) (1.233)

e sem condic¢des de contorno essenciais. Logo, o espago das variagdoes admissiveis é
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6D = 6E(V)x Hy (S)x Hy (Su),
com 6& (V) definido por
SEV)={T e H(V)|dvT =0 e T=T" emV}.

Realizando-se a variagdo de (1.231), chega-se a

L _ [ OV - Tn) _ :
82" = Va—T.éTdV+fSt(t Tn)-6ddS fstw:rn) dds +

+fsuc‘5t'(d—ﬂ)dS—fgu(é‘Tn)-ddS+fsu(t—Tn)«(‘5ddS.
Adicionando-se a identidade
fSu(éTn)-udS+fSl(6Tn)-udS—fv[dlvéT-u+6T : Sym(Vu)]dV = 0

a (1.236), levando em conta que 67" € 6E (V') e reagrupando, obtém-se

87* = fV(ST : [(?;g, —Sym(Vu)]dV —i—fS (¢t —Tn)-6ddS +

+fSt(éTn)%u—d)dS+j;“(6Tn)-(u—d)dS

+fsu5t-(d—u)d5+j:qu(t—Tn)-6ddS.
As equagoes de Euler-Lagrange de (1.238) sdo portanto

o™
orT
Tn=t e u=d emb,,

Sym(Vu) = emV ,

Tn=t, d=u ¢ u=d emS,.

d sdo os deslocamentos em S = 5, U S, e t s@o as reagdes em S,,.

Observagéo 12.42

(1.234)

(1.235)

(1.236)

(1.237)

(1.238)

(1.239)

Admitindo-se que a equagdo de equilibrio Tn =t em S,,, decorre de (1.231) o seguinte funcional

hibrido de tensoes
Y*(T,d):fv¢*(T)dV+fS (E—Tn)-ddS—fS Tn - @ds .

Note-se que Y* : D — R ¢é um funcional de dois campos com
D=&EWV)xHy(5)
e sem condi¢des de contorno essenciais. Logo
0D = 6E(V )X Hy (S;)

Realizando-se a variagdo de (1.240), chega-se a

5Y*(T,d>:fv‘?ﬁr :8TdV — [ [(Tn—t)-6d + 6Tn - d]ds

—fS §Tn - @dsS .

(1.240)

(1.241)

(1.242)

(1.243)

Adicionando-se a identidade (1.237) a (1.243) e levando-se em conta que divéT = o, chega-se em
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(SZ*(T,d):fV[ng* —Sym(vu)]:&TdVJrfS (6Tn)- (u —@)dS +

(1.244)
_fs [(Tn—t)-6d+6Tn-(d—w)ldS .

Pelo Lema Fundamental do Calculo Variacional tem-se de (1.244) as seguintes equagdes

Sym (V) = 90

Note-se que d sdo os deslocamentos em S, .

emV, Tn=t e u=d emS,, u=u emS,. (1.245)

Observacéo 12.43

Funcionais como (1.231) ou (1.240) sdo utilizados em métodos diretos hibridos de tensdes ou de
equilibrio.

2.16 Funcional Hibrido de Trefftz

Suponha-se agora que os campos de tensdo de (1.240) sejam restritos aqueles que sejam compati-
veis com um campo de deslocamentos u € H; (V') através da equagdo constitutiva elastica

T = T(E), onde £ = Sym(Vu). Assim, com o concurso de (1.232), pode-se escrever que
u € U, onde

U={uecH (V)| T(I;Vu) € EV)}. (1.246)
Seja entdo o funcional
T(u,d) = fvw (T)dV+fSt(t —Tn)-ddS—fSuTn-EdS. (1.247)
T : D — R ¢éum funcional de dois campos com
D=UV)XxHy(S;) (1.248)
e sem condicdes de contorno essenciais. Logo
0D = U (V) x Hy (S;), (1.249)
onde, com o auxilio de (1.235),
oUV) = {6u EH (V)| 6T = DIsVou € 6E(V), com D= g—;";} (1.250)
Realizando-se a variagdo de (1.247), chega-se a
_ [ - _
6T (u.d) = [ =0 : 8TV - fs, [(Tn—%)-6d +6Tn - d]dS — fsu §Tn-wdS . (1.251)

onde 6T = D I5(Vou) e éu € 6U . A primeira integral de (1.251) pode ser transformada como
mostrado abaixo, com a ajuda do teorema do divergente e de divéT = o,

oy*

voT

Pode-se, por conseguinte, reescrever (1.251) da seguinte forma

:5Tdvzfsu.(5Tn)dv. (1.252)

6T (w,d) = [ [(T~Tn)-6d+6Tn-(u—d)|dS + [ 6Tn-(u-w)dS.  (1253)
As equagdes de Euler-Lagrange de (1.247) sdo portanto
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t=Tn, u=d emS e u=u em§9,. (1.254)

Observacéo 12.44

O funcional (1.253) tem suas integrais definidas apenas no contorno do dominio V', ou seja, apenas
em S = §; US,. Este fato aparentemente vantajoso depende exclusivamente de se conseguir cons-

truir o espaco U (V). Para materiais elasticos isotropos lineares existem diversos potenciais desen-
volvidos na literatura que podem ser utilizados na construg¢ao de I/ (V ), como os potenciais de Ko-

losoff-Muskhelishvili em elasticidade bi-dimensional e de Papkovitch-Neuber em elasticidade tri-
dimensional®. Para outros materiais a construgio de / (V) torna-se ainda mais complexa.

Observagéo 12.45

O funcional (1.247) ¢ utilizado na formulagdo de métodos hibridos de tensdo de Trefftz®.

2.17 Teorias estruturais sob linearidade geométrica

Definicdo 12.46: Teoria Estrutural

Da-se o nome de Teoria Estrutural sob linearidade geométrica a qualquer teoria mecanica obtida a
partir da Mecanica dos Sélidos Deforméveis, em consisténcia com qualquer das formulacdes inte-
grais sob linearidade geométrica aqui apresentadas, através da introdugdo de restrigdes ou vinculos
cinematicas e estaticas.

Exemplo 12.9

Considere-se a estrutura da Figura 12.1. Pelo teorema de Pitagoras, tem-se
0 =a®>+0> e P =a>+0b-u)P.
Derivando-se no tempo, obtém-se 2¢ (6 ) = —2(b—u)u e, portanto,

80 =—0Y(b—u)bu.

Desprezando-se os deslocamentos, ou seja, confundindo a configuragdo deformada com a de refe-
réncia, tem-se

650 = —0" b .
O trabalho virtual externo e o interno siao
Wey = Pbu e W, = 2NOL

onde N é a for¢a normal nas duas barras. De §W,,, = 6W,,, e 6¢ = —¢"'bdu vem
P=-2N{"".
Seja agora o alongamento de uma barra

I A U e
4 Ja? +v? '

54 Veja, por exemplo, Y.C. Fung, Foundations of Solid Mechanics, Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, N.J., 1965.
55 E. Trefftz, “ Ein Gegenstiick zum Ritzschen Verfahren®, Proceedings of the 2nd International Congress for Applied
mechanics, Ziirich, 1926.
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Da expressdo acima, até primeira ordem em u, resulta
bu bu

T

Supondo que a elasticidade das barras dada por 0 = F¢, onde 0 = E, tem-se

A

b’ b’

£ o

Observacéo 12.46

Observe-se que, no Exemplo 12.9, se b = 0, a hipotese de Linearidade Geométrica ndo traz resul-
tado aceitavel.

Observagéo 12.47

O teorema dos trabalhos virtuais constitui-se em uma poderosa ferramenta para a formulagdo con-
sistente das equagdes ¢ condi¢des de contorno de teorias estruturais, como as diversas teorias de
barras, de placas e de cascas. Para ilustrar melhor este fato, formulagdes de algumas teorias estrutu-
rais sob linearidade geométrica relevantes para a pratica sdo apresentadas a seguir.

Observagéo 12.48

Note-se, preliminarmente, que em notagao técnica tem-se

Wi = [ (062, + 0,88, + 0.8, + ToybYay + Te8%y. + T, )dV . (12.255)

2.17.1 Teoria de Timoshenko para barras no espaco

Seja um sdlido alongado na direcdo do eixo z3, como representado na Figura 12.3, denominado
barra.

Figura 12.3: Barra reta no espago

Chama-se o eixo z = 3 de eixo da barra. O comprimento da barra é designado por /. A secdo

transversal ( A) ¢ a intersec¢do de planos ortogonais ao eixo z com a barra. Logo as se¢des trans-
versais estdo nos planos descritos por x = ; € y = 5.
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A hipétese cinematica de Timoshenko para barras® supde que, ap6s a deformagdo, as segdes trans-
versais, aqui indicadas por A, permanecam planas ¢ indeformaveis ao eixo da barra. Isto significa
que o movimento das segdes transversais ¢ semelhante ao de um corpo rigido e pode ser descrito
por dois vetores, a saber, o vetor dos deslocamentos do ponto da secdo transversal sobre o eixo da
barra, indicado por uw = u(z>, ¢ o vetor das rotagdes da segdo transversal, indicado por

6 = 0 2>, cujas componentes s3o {uz, Uy, uz} e {Gx, 0y, 0, } , respectivamente.
As componentes do vetor dos deslocamentos dos pontos da barra (d ) sdo dadas abaixo
u=u, -6y, v=u+0xr e w=u,+0y—0z. (12.256)

As condigdes (12.256) sdo aqui denominadas vinculos de Timoshenko. Logo, pode-se escrever em
notacao vetorial

d=u+60xr, (12.257)

onde r ¢ o vetor posi¢do dos pontos de uma se¢do transversal em relagdo a origem e tem as suas
componentes dadas por {z,1,0}.

De (12.256) resultam as seguintes deformacdes em notagao técnica
Yaz :u;: _03/ _ez/ya
Yyz :u; +Hx +02/$7

(12.258)
e, =u, +0y—06x e
8x:5y:'7xy:0:
onde
d _ .y (12.259)
dz

Veja-se que as componentes ndo nulas das deformac¢des podem ser resumidas no vetor = , cujas
componentes sao { Vaz> Vyz> €z } Note-se que, em notacdo vetorial, tem-se

Y=Nm+KEXT, (12.260)
onde
n=u+ex0 e k=0 (12.261)
Em (12.261) e, é o vetor unitario na dire¢ao do eixo z .

Seja 7 o vetor das tensdes dado por

TJL’Z
T =Ty (12.262)
UZ
Desta forma, o trabalho virtual interno escreve-se como
Wiy = fvr - SydV, (12.263)

onde

5 S. Timoshenko, “Vibration Problemsin Engineering”, D. van Nostrand, 1928.
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Mo buy — 60, — 60.y

by =6y, | =0m + bk xr = | bu, + 60, + 60z |. (12.264)
o¢, Sul + 60y — 0y
Logo
Wi = fVT (n + ok x1r)dV =
¢
= fo [fA(T -(6m + 6K % r))dA}dz =
' (12.265)
= fo [(fATdA)~5n + (fAr XTdA)%SK‘,}dZ =
¢
:fo [n-6n +m-6k]dz,
onde
n = qu-dA e m= fA<r><1->dA (12.266)
sdo os esforgos seccionais internos desta teoria. As componentes destes vetores sdo dadas por
fA TTZdA Vx fA yO'ZdA Mx
n = fATysz —|V,| ¢ m= —foUsz —|M,|. (12.267)
N T
fA o,dA fA(l‘TyZ —yT,, )dA

O leitor deve reconhecer a notacdo usual dos esforgos cortante e normal, assim como dos momentos
fletores e de tor¢do. Estes esforgos estdo ilustrados na Figura 12.4. De (12.265) e (12.267) vem

Wi = [ (V. (8ul —60,) + V, (6u) +860,) + Nou! )dz +
0 (12.268)

+ fo ‘(M,60, + M,66! + Té6. ) dz .

Figura 12.4: Esforgos seccionais internos da Teoria de Timoshenko

Por integragao por partes de (12.268) chega-se em
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Wy = ‘f;(—vx/éux — Vyléuy — N'6u, )dz +
+ f;(—(Mé ~V,)80, — (M, +V,)80, — T'80, )dz (12.269)

l
+ (V(‘Su + V,6u, + Néu, + M,60, + M50, + T(sez) .
0

Em forma vetorial, tem-se

¢
Wit :_fo (n'-6u+(m' +e xn) 60)dz+(n-6u+m-50)). (12.270)

O trabalho virtual dos esfor¢os externos é dado por

l
Wy :J;(ﬁ-§u+ﬁz-60)dz+(n*-6u+m*-60)£, (12.271)

onde 1 e m sdo as forcas e os momentos externos por unidade de comprimento, respectivamente,
dados por

ﬁ:fAbdA~|—fFfdA e m:fArxbdA+fFr><fdA. (1272)

e n* e m” sdo as forgas e os momentos resultantes aplicados nas extremidades. Em (1.272) I" é o
contorno da se¢ao transversal.

O Teorema dos Trabalhos Virtuais, (12.270) e (12.271) fornecem as seguintes equagdes locais de
equilibrio

n+n=0 ¢

, _ (12.273)
m +e, Xn+m=o,
em (0,¢), assim como as seguintes condi¢cdes de contorno naturais
n=n ¢ m=m, (12.274)

emz=0ez="/.
Adotando-se a seguinte equacao constitutiva elastica linear
T =GV, Ty =Gy € o0, = Eg,, (12.275)

e introduzindo-se as seguintes propriedades geométricas da se¢do transversal

A:fAdA, S, :fAydA, S, :—fodA,

_ 2 2
Jy = fA(x +y )dA,
de (12.267) e (12.258), chega-se em
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Vz = GAUI - GSTK/Z = GA(”T — Yol )7
V, = GAn, — GSk, = GA(ny —|—:1:g/<;z),
N = EAn, + ES,k, + ESk, ,

(1.277)
M, = ES;n, + EJky + EJyyk,
M, = ESn, + EJyk, + EJyk, €
= _GS:tn:z - Gsxny + GJOHZ .
Sejam
1 1
ty =< [ 2dd e y, = [ yid (1.278)

as coordenadas do centro de gravidade da se¢do transversal, entdo podem-se deduzir as seguintes
relagdes

S, = Ay, , S, = Az,
Jow =L +Ays, J, =1,+Ax}, J,, =1, +Azy, e (1.279)
Jo = Iy +A<$§+yé>,
onde
2
I = [ (y—v.)d4,

I,= [ (z—a,)d4 e (1.280)

Ly = _fA(x — 2 )(y — g )dA
sdo, respectivamente, os momentos de inércia e produto de inércia centrais (origem colocada no
centro de gravidade da secdo transversal). Com (1.279) em (1.277), obtém-se as seguintes equagoes
constitutivas

N = EA[nZ + Yghiy — a;gﬁy],
5 (1.281)
M, = E[Aygnz + (Ix + Ayg)/ﬁx + (Lvy + Axgyg)ﬁy],
M, = E[ Azgn, + (Ixy + Aa;gyg)fix + (Iy + Axé)my] e
T = G[A(=ygn, + zgn, )+ (Lo + A(zg + vz )) k. |-
Com a ajuda de (1.279), a energia de deformacdo de uma barra é dada por
¢
Ut = f 1(GA<77g1;>2 +GA(?7gy) + GIyk? )dz—i—
(1.282)
+ f (BA(ng. ) + BLk2 + EI2 + 2BLyp,k, ) dz
onde
Negw = Nz — Yghz 5, Mgy = Ty + Togk, € Mg, = 1], + Yoy — Tghiy (1.283)
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sdo as componentes de 17, =1 + K X 1y, com 1, = T.€, + Y€, sendo o vetor posigdo do centro

g

de gravidade da se¢do. n, =~ (7,

transversal.

Propriedades 12.15

. oo 67
Quando z, = y, = 0, 0s €ixos z € y sdo tais que

fASL‘dA = fAydA = fA:EydA =0,
e tem-se conseqiientemente que
Ve, =GAn,, V,=GAn,, N = EAn,,
M, = El,x,, M,=FElLk, e T =GIlxk,,
onde

A:fAdA, I, :fAdeA, I, :foQdA e I, :fA(x2+y2)dA.

De (12.285) e (12.261), obtém-se
V, = GA(u, —0,),
V, = GA(u, +0,),

N = EAu! |
M, = EL®;
M, = ELp, e
T = GI0, .

) ¢ o vetor das deformacdes no centro de gravidade da se¢do

(12.284)

(12.285)

(12.286)

(1.287)

Introduzindo-se (1.287) em (12.273), chega-se as seguintes equacdes diferenciais ordindrias de se-

gunda ordem em (0, ¢)
(GA(u, —0,)] +7, =0,
[GA(u, +6,)] +7, =0,
[BA(u))] +7, =0,
[ELOL] — GA(ul, +6,)+m, =0,
[EL6.| +GA(ul, —6,)+m, =0 e

[GI,0.] +m, = 0.

(1.288)

Quando a barra ¢ prismatica, as propriedades geométricas (12.286) sdo constantes ao logo do eixo.

(1.288) fornece entdo

57 Estes eixos sio denominados centrais, porque S, = Sy = (), e principais de inércia, porque I oy = 0.
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1.289
uy +0,)+m, =0, ( )
4 +

(
ELO) + GA(u; —0,)

Observacéo 12.49

Para se obter o momento de inércia a tor¢do em (12.285) no lugar do momento polar de inércia seria
necessario introduzir o empenamento da secdo transversal na hipotese cinematica. Em (12.285) cos-
tuma-se introduzir fatores de correcdo nas expressdes dos esforcos cortantes para compensar a dis-
tribui¢do ndo-uniforme de tensdes de cisalhamento na secio.

Observacéo 12.50

A Teoria de Timoshenko ¢ invariante frente a mudangas de eixo. Isto significa que os deslocamen-
tos {u,v,w} resultantes ndo dependem da posi¢do do eixo na secao transversal. Para se verificar

isto, observe-se que (1.282) ¢ invariante.

2.17.2 Teoria de Bernoulli-Euler para barras no espaco

A hipotese cinematica de Bernoulli-Euler® ¢ semelhante & hipotese de Timoshenko e supde que,
apos a deformagdo, as se¢des transversais permane¢am planas, indeformaveis e ortogonais ao eixo
da barra. Isto significa que, em (12.256),

0, =—u, e 0,=u. (12.290)
As condigdes (12.290) sdo aqui denominadas vinculo de Bernoulli-Euler. Logo
m=0 ¢ 1n,=0, (12.291)
assim como
Ky = —u;' e Ky = ul . (12.292)
De (12.268) vem
Wi = fOZ(Néué — M, 6w, + M,buy + T80, )dz . (12.293)

Por integragao por partes de (12.293) chega-se em
¢
Wiy = fo (=N'8u, — Mu, + M)8u, —T'60. )dz +
I} Su! Su! 50 ¢ '8 '8 14
+<N u, — M,bu, + M,bu, +T Z)o + (Mdu, — Mybu, ), -

(12.294)

Da mesma forma, de (12.271) vem

58 J. Bernoulli, Véritable hypothése de la résistance des solides, avec la demonstration de la courbure des corps qui font
ressort , 1705, in : Collected Works of J. Bernoulli (1774), Genebra, Suiga ; L. Euler, Methodi inveniendi lineas cur-
vas maximi minimive proprietate gaudentes. Additamentum |. De curvis elagticis, 1744, in: Opera omnia Euleriana, ed.
by C. Carathéodory, 1952, Berna, Suiga.
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l
Wew = [ (Wb, + Wb, + b0, — M, bu) + MySul + m.80. )dz + Wy =
= f )Su, + (7, + ML ) 6u, + m.6u, + .60, )dz + (12.295)

+ (—mzéuy + m,bu, ) + W
onde
W = (n;é‘ug/. + nydu, + n’du, )g + (—m;(ﬁu;j + m;é‘u; + m}é0, )g . (1.296)

Em (1.296), ¢->* s@o os esforcos aplicados nas extremidades da barra. O Teorema dos Trabalhos
Virtuais, juntamente com (12.294) e (12.295), fornece entdo as seguintes equagdes locais de equili-
brio

N +n, =0,
M} +n, +m, =0,
o, (12.297)
M, +n, —m, =0 e
T'+m, =0,
em (0,¢), assim como as seguintes condi¢des de contorno naturais
-M, —m, =n;, M,+m, =n;,, N=n},
‘ (1.298)
M,=m,, M,=m; e T=m;

em z = 0 e z = {. As equacgdes diferenciais ordindrias resultantes de (12.297) e (1.287) sdo agora
[BAu,] +7. =0,

—[BLW" +7, +m, =0,
(1.299)

—[BLu!] 7, —m, =0 e
(GL,0.] +m, =0.

Observagéo 12.51

Os esforcos cortantes ndo aparecem nesta teoria, pois nao realizam trabalho. No entanto, por estati-
ca obtém-se

V, =-M,—-m, e V,=M, +m,. (1.300)

Observacgéo 12.52

(1.299) contém duas equacdes diferenciais ordindrias de quarta ordem que regem a flexao.

Observagéo 12.53

A Teoria de Bernoulli-Euler apresenta um inconveniente: se o vinculo (12.290) for imposto para um
eixo, ele ndo serd obedecido, em geral, por nenhum outro eixo. Isto significa que a Teoria de Ber-
noulli-Euler ¢ variante perante mudancas de eixo, sendo invariante somente para problemas planos.
E interessante notar que este fato permanece ainda desconhecido da maioria dos engenheiros estru-
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turais. Pode-se mostrar que o eixo mais consistente teoricamente para se formular a Teoria de Ber-
noulli-Euler € o eixo dos centros de cisalhamento e ndo o dos centros de gravidade da sec¢do.

2.17.3 Teoria de Timoshenko com o vinculo fraco de Wagner

Pode-se introduzir o empenamento da se¢do transversal devido a tor¢cdo na Teoria de Timoshenko.
Para isso, considere-se a fungdo empenamento da tor¢do uniforme de Saint-Venant ¢ descrita no

Capitulo 10. Supde-se aqui entdo que o deslocamento na direcdo normal a secdo transversal devido
ao empenamento por tor¢do seja dado por p¢, onde p = p 2> mede a intensidade do empenamen-

toe ¢ = ¢(x,y) € determinada com a origem no centro de cisalhamento da se¢do transversal, con-

forme o Capitulo 10. Esta hipdtese sobre o empenamento ¢ aqui denominada de vinculo fraco de
Wagner® e foi utilizada por Reissner e Simo no contexto da nio-linearidade geométrica’’. Assim a
componente w do deslocamento passa a ser dada por

w=u, + 0,y — 0,2+ pd, (12.301)
e as deformacdes por
Voo =ty — 0, — 02y + P,
Yy = Uy + 0, + 0.z + po,

(12.302)
e, =ul +0,y—0x+p'd e
gx:€y:71yzoa
onde
o9 9¢
= =—. 12.303
b=y € by=g (12:303)
Logo, pode-se escrever em notacdo vetorial
d=u+60 xr+ poe, . (12.304)
De (12.304) resultam as seguintes deformacdes em notagao técnica
Yz = uy/v - ey - 92/?/ + p¢,z )
(12.305)
e, =ul +0ly—0x+po e
€$:€y:7zy:0a
onde
¢ 9¢
it =L 1.306
Desta forma, o trabalho virtual interno escreve-se como
Wiy = fvr - SydV, (12.307)

onde

5 H. Wagner, Verdrehung und Knickung von offenen Profilen, Technische Hochschule, Danzig, 1929.

™ E. Reissner, On one-dimensional large-displacement finite-strain beam theory, Studies of Applied Mathematics and
Physics, 1973; J.C. Simo, A finite strain beam formulation, the three-dimensional dynamic problem. Part |, Computer
Methods in Applied mechanics and Engineering, v49, 1985.
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Vs Sul, — 60, — 80ly + opd.,
Oy =07y | = 6u; + 60, + 60z + opp, |- (12.308)
be, Sul + 80,y — 860,z + 6p'¢
Logo
¢
Wi = [ [m-6n +m- 6k + Qp + Bsp'|dz (12.309)
onde 17 e k sdo dados por (12.261) e
n = fATdA, m = fA('r’ XT)HdA

Q = fA<sz¢,x + Tyz¢,y )dA S fA Uz¢dA

sdo os esforgos seccionais internos desta teoria. Enquanto n e m sido os mesmos de (12.266), @) ¢
denominada bi-cortante e B ¢ denominado bi-momento.

(12.310)

Ap0s integracgdo por partes, o trabalho virtual dos esforgos internos ¢ dado por

Wi =~ [ (n'-5u+ (m' + e, xn)- 08 + (B~ Q)sp)dz +

(12.311)
+(n-6u+m- 80 + Bop), .
Por outro lado, o trabalho virtual dos esforgos externos ¢ dado por
¢ —
Wy = fo (72 Su+m- 860 + Bsp)dz + (n* - 6u+m*- 60 + B'6p),,  (12312)

onde n ¢ m sdo as for¢cas e os momentos externos por unidade de comprimento, respectivamente,
dados por (1.272),

E:fA(b-ez)gbdAJrff(?-ez)qﬁdA (1.313)

¢ o bi-momento por unidade de comprimento aplicado ao longo da barra, n* e m* sdo as forgas e
os momentos aplicados nas extremidades, assim como B* ¢é o bi-momento aplicado nas extremida-
des da barra.

O Teorema dos Trabalhos Virtuais, (12.311) e (12.312) fornecem as seguintes equacdes locais de
equilibrio em (0,¢)

n'+n=o0,
m +e,xn+m=o0 e (12.314)
B -Q+B=0,

assim como as seguintes condi¢des de contorno naturais
n=n", m=m e B=DB (12.315)
emz=0ez="/(.

Suponha-se, para simplificar esta apresentacdo, que a se¢ao transversal seja simétrica em relagao
aos eixos z e y, de modo que (12.284) ¢

fA¢dA = foqﬁdA = fAy¢dA =0 (12.316)
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sejam validas. Logo, o centro de gravidade e o centro de cisalhamento da se¢do transversal coinci-
dem. Adotando-se (12.275), (12.284) e (12.316), tem-se que

V, = Gan, + G| [ 6,dAlp, vV, =Gan, +G| [ 6,d4]p,
N =EBAy., M,=FELx,, M,=ElLx,,

T = Glyk, +GUA(w¢,y - ycb,x)dfl]p,
Q=G| [ duda|n. +6| [ o,4]n, + 6| [ (20, - . )dA

2 2
+G| [ ((6.) +(,))da]p e
B = FElp’,
onde (12.286) e o momento de inércia ao empenamento da se¢do transversal, dado por
I, = ngb2dA (12.318)
foram utilizados. Com a ajuda de (10.168), (10.171) e (12.284) pode-se mostrar que

[ o.dA= [ 6dd=0 e
[ (wo. =6, )dA = [ ((62) +(¢,))dA =TI, —Ir .
Logo, de (12.317) com (1.319) e (12.284), chega-se em
V, = GAn, ,
V, = GAn, ,
N = EAn, ,
M, = Elk,
M, = Elk, ,
T =Gk, —G(Iy —Ir)p,
Q=—-G(y—Ir)k, + Gy —Ip)p e
B = Elp’,

(12.317)

K, +

(1.319)

(12.320)

Introduzindo-se (12.320) em (12.314), obtém-se as seguintes equacdes diferenciais ordinarias de
segunda ordem em (0, ¢)
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[GA(u, —0,)] +7, =0,
[GA(u) +6,)] +7, =0,

Y

[BA(u))] +7, =0,

[ELO.] — GA(u, +6,)+m, =0, (1.321)

[Elyez; ]/ + GA(u; - Hy)+ my

0,
[GI0.] +(G(Ip —Iy)p] +m, =0 e

[ELp'| —G(Iy —1,)8 —G(Iy ~I;)p+B=0.

Quando a barra € prismatica, as propriedades geométricas (12.286), (12.318) e (1.319) sdo constan-
tes ao logo do eixo. (1.321) fornece entdo

GA(uy = 0y)+ 7, =0,

GA(u, +0;)+m, =0,

EAu; + 7, =0,

EL; — GA(uy + 6, ) +m, =0, (1.322)
ELG, + GA(u, —6,)+m, =0,

GIO!+G(Ip —I))p +m, =0 e

El,p" —G(Ip —1)0, —G(Iy—I;)p+B=0.

Observacao 12.54

Pode-se mostrar que a Teoria de Timoshenko com o vinculo fraco de Wagner ¢ invariante perante
mudangas de eixo. Isto significa que os deslocamentos {u,v,w} resultantes ndo dependem da posi-

¢do do eixo na secdo transversal.

2.17.4 Teoria de Timoshenko-Wagner para barras no espaco

Esta teoria ¢ obtida a partir da Teoria de Timoshenko-Wagner, impondo-se a seguinte condigdo
(denominada vinculo de Wagner)

p=20,. (12.323)
(12.323) ¢ a contraparte do vinculo de Bernoulli-Euler (12.290) na tor¢do. Logo
¢
W = [ [ 60 +m- o+ Bo!]dz (12.324)
onde
m:fA[rXT +<7—1’Z¢=1’+7—y2¢,y)62]d14' (1.325)

Ap0s integracdo por partes, o trabalho virtual dos esforgos internos ¢ dado por
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Wiy :—f(f(n’~6u+(m’+ezxn—B”ez).ao)dH

, (1.326)
+(n-6u+(m—Be,) 50 + B.), .
Por outro lado, o trabalho virtual dos esfor¢os externos € dado por
¢ _
Wy = fo (- 6u +m- 660 + B9, )dz + (n* - bu + m* - 66 +B*59;)§ =
_f .Su+(m — Ble,)- 60 )dz + (n* - 6u)} + (12.327)

+((m" + Be,)- 80 + B60.), .

O Teorema dos Trabalhos Virtuais e (12.327) fornecem as seguintes equacdes locais de equilibrio
em (0,0)

n+n=0 e

_ (12.328)
m' +e, ><n+rT1—(B”+B/)ez =o0,
assim como as seguintes condi¢des de contorno naturais
n=n, m—(B+Ble=m" e¢ B=D5 (12.329)

em z =0 e z = £. Observe-se como a condi¢do natural dos momentos de tor¢do ficou mais com-
plicada. Em alguns textos, o esforco —B’e, é chamado de momento de flexo-tor¢o.

Suponha-se, para simplificar esta apresentacdo, que a se¢do transversal seja simétrica em relagdo
aos eixos z e y, de modo que (12.284) e (12.316) sejam validas. Adotando-se (12.275), (12.284) e

(12.316), tem-se de forma analoga a (12.320) as seguintes equagdes

V, = GAn, ,

V, = GAn, ,

N = FAn, ,

M, = El,k, , (12.330)
M, = ElLk, ,

T =Glrk, e

B = EI,0! .

Introduzindo-se (12.330) em (12.328), obtém-se as seguintes equagdes diferenciais em (0, ¢ )

(1.331)
(y+9> m,; =0,
[ELO.] + GA(ul —6,) +

(GI76!] —[EL6!] +m, —B =0.
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2.17.5 Teoria de Bernoulli-Euler-Wagner para barras no espaco

Esta teoria é obtida impondo-se o vinculo de Bernoulli-Euler (12.291) na Teoria de Timoshenko-
Wagner. As equagoes diferenciais ordinarias resultantes sao

[BAu,] +7, =0,

—[ELW] + 7, +m, =0,
| | (1.332)
_[EIZIU’JI:/]” +n, — m, =0 e

Y

(GI,6.] —[EL,0!] +m, - B =0.

Observacéo 12.55

Se 0 — 0 (0 = 0 é uma das hipoteses da tor¢io uniforme), (1.332)4 tende assintoticamente a

(GI6.] +m, = 0. (1.333)
(1.332),.3 e (1.333)4 correspondem a (1.299) da Teoria de Bernoulli-Euler com [, substituido por
I7 e sdo as equacdes comumente utilizadas na Resisténcia dos Materiais. Elas valem contudo so-

mente para se¢des nas quais o centro de gravidade e o centro de cisalhamento coincidem, com o
eixo passando por eles.

Observacéo 12.56

A Teoria de Bernoulli-Euler-Wagner padece do mesmo problema da Teoria de Bernoulli-Euler: ela
¢ variante perante mudancas de eixo, sendo invariante somente para problemas planos sem torgao.
Pode-se mostrar que, para GA — oo e GI, — oo a Teoria de Timoshenko com o vinculo fraco de
Wagner tende assintoticamente para a Teoria de Bernoulli-Euler-Wagner com o eixo colocado nos
centros de cisalhamento das se¢des transversais. Portanto, o eixo mais consistente teoricamente para
formulé-la € este eixo, e ndo o dos centros de gravidade da se¢@o.

2.17.6 Teoria de Vlassov para sec¢oes delgadas abertas

A teoria de Vlassov’! para barras de secao aberta de paredes delgadas ¢ obtida a partir da Teoria de
de Timoshenko com o vinculo fraco de Wagner aplicando-se o vinculo forte de Wagner (12.323) e
o vinculo de Bernoulli-Euler (12.290) no centro de cisalhamento das se¢Oes transversais, assim co-
mo a hipétese de Vlassov, a saber: a fungdo empenamento é admitida constante ao longo da espes-
sura das paredes e calculada com a hipétese de distor¢do nula, ou seja, v,, = 0, onde s é a coor-

denada ao longo dos eixos das paredes. A funcao obtida ¢ denominada area setorial e recebe usu-
almente o simbolo w .

2.18 Meétodo da Carga Unitaria para Estruturas de Barras

O Meétodo da Carga Unitaria em estruturas de barras ¢ uma das aplicagdes mais importantes do Teo-
rema dos Trabalhos Virtuais Complementares. Aqui, para exemplificar, considera-se apenas a Teo-
ria de Bernoulli-Euler em vigas.

"' B.Z. Vlassov, “Piéces longues en voiles minces”, Eyrolles, Paris, 1962.
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2.18.1 Estruturas Estaticamente Determinadas

Um exemplo importante de aplica¢do do teorema dos trabalhos virtuais complementares ¢ o método
da carga unitéria para estruturas estaticamente determinadas. Para exemplificar, considere-se a viga
em balango da Figura 12.5 e a teoria de Bernoulli-Euler.

O trabalho virtual complementar externo da carga unitaria 6P = 1 ¢ dado por
Way = 6Pd =d, (12.334)

onde d ¢ o deslocamento transversal da viga no ponto de aplicacdo da carga unitaria. Lembrando-se
que a curvatura na Teoria de Bernoulli-Euler ¢ dada por

M

"

v = — 12.335
— (12.335)
o trabalho virtual complementar interno dos momentos fletores em equilibrio com a carga unitaria ¢

dado por

¢ MM
EI

onde M ¢ o momento fletor na viga devido ao carregamento externo € M ¢ o momento fletor em
equilibrio com a carga unitaria. Pelo teorema dos trabalhos virtuais complementares

¢ MM
EI
Logo, o método da carga unitaria ¢ muito conveniente para o calculo de deslocamentos em estrutu-
ras estaticamente determinadas como a deste exemplo.

W = dz , (12.336)

d =

dz . (12.337)

LETRN

SN S S U

4 ' 14

\ )

] 3

/
!!\p‘

Figura 12.5: Viga carregada transversalmente

2.18.2 Meétodo dos Esforcos

Outro exemplo importante de aplicacao do teorema dos trabalhos virtuais complementares ¢ o mé-
todo dos esforgos para solugdo de estruturas estaticamente indeterminadas. Para exemplificar, con-
sidere-se a viga da Figura 12.6 e a teoria de Bernoulli-Euler.

310



3i[il1l

[ |
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Figura 12.6: Viga hiperestatica

O método dos esforcos para solugdo de estruturas estaticamente indeterminadas consiste dos quatro
passos descritos a seguir.

Reducéo a uma estrutura estaticamente determinada

O primeiro passo ¢ a escolha de uma estrutura estaticamente determinada, denominada estrutura
isostatica fundamental (EIF). Esta pode ser qualquer estrutura estaticamente determinada derivada
da estrutura original através da retirada de vinculos, ou da execugdo de cortes, € com a introdugéo,

em seus lugares, de esfor¢os incognitos denominados esforcos hiperestaticos. Para a estrutura da
Figura 12.6 a EIF escolhida estd na Figura 12.7.

[T T 1
EI 2 Tx*

[ELITTLENS

Figura 12.7: Estrutura isostatica fundamental

Célculo do deslocamento no corte devido ao carregamento

O segundo passo ¢ o calculo do deslocamento na EIF devido ao carregamento no vinculo retirado

através do método da carga unitaria. De forma andloga ao caso anterior € com a notacdo da Figura
12.8, tem-se

MMy

d =
0 0 EI

(12.338)
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Figura 12.8: Célculo de d,

] e
¢ T

M,
Xal

Figura 12.9: Célculo de d;

Calculo do deslocamento no corte devido ao esfor¢o hiperestatico

O terceiro passo ¢ o calculo do deslocamento na EIF devido ao esforco hiperestatico no vinculo
retirado através do método da carga unitaria. De forma analoga ao exemplo anterior € com a nota-
¢do da Figura 12.9, tem-se

¢ M, M,

-
T = X o EI

dy = —
1 0o EI

dz . (12.339)

Compatibilizagdo dos deslocamentos

O quarto passo € a compatibilizacéo dos deslocamentos. Como o deslocamento no vinculo retirado
¢ nulo, tem-se



Logo

g
MMy
L =J0 BL (12.341)
¢ My M,
0o EI
Pela superposi¢ao dos efeitos, os momentos fletores na viga sdo dados por
M= My+ M, = My — XM, . (12.342)

2.18.3 Estruturas Estaticamente Indeterminadas

Um exemplo importante de aplica¢do do teorema dos trabalhos virtuais complementares ¢ o método
da carga unitdria para estruturas estaticamente indeterminadas. Para exemplificar, considere-se a
viga da Figura 12.6, para a qual deseja-se calcular o deslocamento transversal numa se¢do qualquer.
Aplicando-se uma carga unitaria na EIF na se¢ao desejada, tem-se, de acordo com a Figura 12.10,

¢ MM
= . 12.343
T ( )
Ou, utilizando (12.342),
MyM ¢ MM
= — . 12.344
i dz — X o E:I dz (12.344)

SR

Figura 12.10: Célculo do deslocamento em uma secao qualquer

Observacgéo 12.57

Os métodos acima somente podem ser aplicados a estruturas hiperestaticas redutiveis a uma estrutu-
ra estaticamente determinada. Isto € possivel, em geral, somente para estruturas de barras, o que
limita o uso de tais métodos. Outra limitante esta na dificuldade em se automatizar esta reducao.
Desta forma, com a exceg@o das vigas continuas, na qual a EIF candnica ¢ a obtida pela introdugéo
de articulacdes nos apoios, dificilmente os métodos acima sdo utilizados em programas computa-
cionais. Conseqiientemente a sua utilidade restringe-se a calculos manuais ou semi-automaticos
com um pequeno numero de incognitas, na maioria das vezes apenas uma.
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2.19 Teoremas de Energia para Estruturas de Barras

No século XIX foram formulados diversos teoremas que podem ser tteis na analise de estruturas
formadas por barras. Esta secdo ¢ dedicada a eles.

2.19.1 1° Teorema de Castigliano

Considerem-se, para simplificar, estruturas de barras submetidas a carregamentos concentrados.
Dividindo este tipo de estruturas em elementos de modo que todos os carregamentos estejam atuan-
do sobre nos, isto €, sobre jungdes de um ou mais elementos, pode-se afirmar que o campo de des-
locamentos é uma fun¢do dos deslocamentos e rotagcdes destes nds. Chamando de a;, ¢ = 1,2,...n,

estes deslocamentos e rotagdes, o funcional energia de deformagdo degenera-se numa funcdo destes
deslocamentos. Logo, pode-se escrever que

Uint = Uint ((1,1,(12,...Cln) . (12345)

Chamando de P, os carregamentos nas dire¢des de a;, € considerando-os constantes, tem-se que
n
U = Ui (a1,0s,...0,) = Y Pa; . (12.346)
i=1
Pelo teorema da energia potencial

oU 00Uy
_— = m —P = . 12 4
da; Oa; i =0 (12.347)

J

Logo

oU;
P = int
J 8(]/] ’
resultado conhecido como primeiro teorema de Castigliano.

(12.348)

2.19.2 1° Teorema de Engesser

Considerem-se, novamente, estruturas de barras submetidas a carregamentos concentrados. Divi-
dindo este tipo de estruturas em elementos de modo que todos os carregamentos estejam atuando
sobre nos, isto €, sobre jungdes de dois ou mais elementos, esta estrutura pode ser tornada estatica-
mente determinada pela retirada de vinculos ou pela execug@o de cortes nos nos, liberando-se m
esforgos hiperestaticos X, k = 1,2,...m. A esta estrutura da-se o nome de Estrutura |sostética

Fundamental (EIF). Nela, os esforcos solicitantes s3o uma fungdo dos -carregamentos
P.i=12,...n, nos nos e dos esforcos hiperestaticos X, k¥ = 1,2,...m. O funcional energia de

deformacdo complementar se degenera em uma funcao dos carregamentos P, ¢ = 1,2,...n, nos nos

e dos esforcos hiperestaticos X, & = 1,2,...m. Logo, pode-se escrever que

Ui = Usni (B, Xp.) - (12.349)
Supondo-se que nao haja deslocamentos impostos aos nos da estrutura, tem-se
U" = Ui (B, X)) (12.350)
Pelo teorema da energia potencial complementar, conclui-se que
oU”
— =0 12.351
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resultado conhecido como primeiro teorema de Engesser.

2.19.3 Teorema de Menabrea

Considerando-se que na EIF os deslocamentos nos nés e pontos de aplicacdo de X, sdo também
fungdo dos carregamentos P,¢=12,...n, nos ndés e dos esforcos hiperestaticos

X, k =1,2,...m, pode-se, no caso de elasticidade linear, escrever

Uin (P Xi) = Uiy (a;) © a; (B, X) - (12.352)
Do primeiro teorema de Engesser vem
OUint (@) 0 a; (B, X} )]
0X;,

O resultado acima ¢ conhecido como teorema de Menabrea. Com a sua ajuda ¢ possivel também se
derivar o Método dos Esforcos para estruturas de barras.

—0. (12.353)

Observagéo 12.58: Equacg0es de Fontviolant

As equagdes nos esforcos hiperestaticos, deduzidas com a ajuda do Teorema de Menabrea, sdo
chamadas de Equacdes de Fontviolant.

2.19.4 2° Teorema de Engesser

Admita-se, agora, que o deslocamento a; de um né seja imposto na EIF. Como este deslocamento
ndo altera os esforgos, a energia potencial complementar da estrutura fica sendo

U =U,, — Pa, . (12.354)
Pelo teorema da energia potencial complementar
OU U
== nt oo =0. 12.
9P ap, a; =0 (12.355)
Portanto
AU,
;= — 12.356
= p (12.356)

resultado conhecido como segundo teorema de Engesser.

2.19.5 2° Teorema de Castigliano
No caso de elasticidade linear, do segundo teorema de Engesser resulta

o 8[Uint(ai)oai(f)i7Xk”
o = 57 . (12.357)

O resultado acima é conhecido como segundo teorema de Castigliano.

Observagéo 12.59

Veja-se que em (12.353) e (12.357) utilizou-se (12.352) e nao U, (P, X}, ), como € comum em
textos de Resisténcia dos Materiais.

315



Observacéo 12.60

Com o advento dos computadores digitais e o uso crescente do Método dos Deslocamentos, os mé-
todos derivados do Teorema dos Trabalhos Virtuais Complementares, como o Método dos Esfor-
¢os, assim como os métodos derivados dos Teoremas de Engesser e Castigliano estdo caindo grada-
tivamente em desuso.

Exercicios 12.1

a)

b)

d)

g)

h)

Refaca detalhadamente a dedugdo das equagdes de equilibrio, das condigdes de contorno e
das equagoes constitutivas da Teoria de Timoshenko para barras no espaco com um €ixo
em uma origem qualquer. Quais sao os graus de liberdade desta teoria? Quais sdo os esfor-
¢os internos desta teoria?

Refaca detalhadamente a dedugdo das equagdes de equilibrio, das condigdes de contorno e
das equagdes constitutivas da Teoria de Bernoulli-Euler para barras no espago com um ei-
x0 em uma origem qualquer. Quais sdo os graus de liberdade desta teoria? Quais sdo os es-
forgos internos desta teoria? Mostre que a teoria depende da escolha do eixo.

Refaca detalhadamente a dedug@o das equagdes de equilibrio, das condi¢des de contorno e
das equagdes constitutivas da Teoria de Reissner-Simo para barras no espago, com o €ixo
em uma origem qualquer. Quais sdo os graus de liberdade desta teoria? Quais sdo os esfor-
¢os internos desta teoria?

Refaca detalhadamente a dedugdo das equagdes de equilibrio, das condigdes de contorno e
das equacdes constitutivas da Teoria de Timoshenko-Wagner para barras no espago com o
eixo nos centros de cisalhamento. Quais sao os graus de liberdade desta teoria? Quais sao
os esforcos internos desta teoria?

Refaca detalhadamente a dedugdo das equagdes de equilibrio, das condi¢des de contorno e
das equagdes constitutivas da Teoria de Bernoulli-Euler-Wagner para barras no espaco
com o eixo nos centros de cisalhamento. Quais sdo os graus de liberdade desta teoria?
Quais sdo os esfor¢os internos desta teoria?

Seja uma viga em balanco com uma carga na extremidade constituida de um material ndo-
linear tal que v" = %(M + kM?) . Calcule pelo método da carga unitéria o desloca-
mento transversal da extremidade.

Seja uma viga continua de dois tramos iguais com uma carga concentrada no meio do tra-
mo da esquerda. Calcule o diagrama dos momentos e o deslocamento sob a carga pelo mé-
todo da carga unitdria. Suponha material elastico linear.

Resolva a viga hiperestatica da Figura 12.6 por meio dos teoremas de energia da se¢do
2.19 e compare com o Método da Carga Unitaria.
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13

Métodos Diretos de Solucao

de Problemas Estéaticos

Neste capitulo sdo abordados métodos diretos de solucdo de problemas estaticos da Mecanica dos
Solidos Deformaveis. Estes métodos transformam o problema formulado originalmente na forma de
equagdes diferenciais ou integrais em equagdes algébricas, cuja solugdo numérica aproxima a solu-
¢do do problema original.

1 ProjecOes e Residuos Ponderados

Um conceito util para se formular métodos aproximados de solucdo de problemas regidos por equa-
¢oes diferenciais € o conceito de projecao.

1.1  Projecéo Classica

Defini¢éo 13.1: Projecéo

Seja V um espago vetorial de dimensao n < oo, dotado de produto escalar € normado com a nor-
ma associada ao produto escalar, como foi visto no Capitulo 2. Seja ¥V C V' um espago vetorial de
dimensdo m < n, denominado sub-espaco de V. Chama-se projegio de v € V em V o vetor
7 €V tal que

(v—1,0)=0, VeV, (13.1)

Exemplos 13.1
e Sejam V = R® eV = R?. Entdo é tnico v € V tal que
(v—1,0)=0, VeV,

conforme a Figura 13.1 abaixo. Note-se que a projecio ¢ o elemento de V' mais proximo
de v, justificando a nomenclatura de proje¢ao.
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Xy
Figura 13.1: Projecéo

Sejam V = 1Ly (a,b) e
V={f€ L(ab)|fww =a +ar}.

V ¢ o espago das fungdes lineares em (a,b). Logo, a projecio de f € V em V é a fun-

¢do f € V dada por

tal que

Da expressdo acima, tem-se

b
[ (=@ + @) (0 +awp)de = 0, Ya,0, € R,

que ¢ igual a

[~ @+ me))da

Logo, tem-se

b b
[ (=@ +mende = [ (/= (@ +@a))adz = 0.

Ou seja, o seguinte sistema de equagdes lineares

J;bdx j;bxdx j;bfdx
j;bxdx j;bedx - fabfzcdx.

que determina univocamente f . Conclui-se que a projegdo ¢ um potente método de apro-

b
a; +[f (f —(aq + apzx))zdr |ay = 0, Vay,ay € R.

a

ay

ximac¢ao de funcgdes.
Sejam V = Ly (a,b) e
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1.2

Y = {f € Ly(a,b) | fcx> = iaigoi(m}.
i=1

V ¢é o espago das fungdes que sdo combinagdes lineares das fungdes; (2>, 1,2,...m . Lo-

go, aprojegiode f € V em V éafungdo f € V dada por

f(x) :Za_igoi(x)
i=1
tal que
fb(f—f)fdxzo,vfeﬁ.

Da expressdo acima, tem-se

m

fb[f — Za_igo,,;(x)][Zajgpj(x)]dx =0,Va; e R.
¢ i=1 j=1

Logo, tem-se

fb[f — Za_igoi]gojdx =0,7=L12,...m.

i=1
Ou seja, o seguinte sistema de equagdes lineares

Ax =0,

onde

A@' :j;b%%dxa T, =a; € b :fabf%dff-

(13.2)

(13.3)

(13.4)

O sistema (13.3) acima determina univocamente f se as fungdes ; (2>,1,2,...m forem

linearmente independentes. Note-se que A ¢ simétrica. A projecdo €, portanto, um método

geral e pratico de aproximacao de funcdes.

Residuos Ponderados

Considere-se a seguinte funcdo

m

rexy = faa — far = far — Z‘Ti‘pi(m)'
i—1

(13.5)

Ela é denominada fungdo residuo da aproximagdo de f por f. Veja que (13.2) pode ser escrita

como

b
f ro;dr =0,5=12,..m.

(13.6)

Diz-se que, em (13.6), o residuo esta ponderado pelas fungdes ¢; (x>, 1,2,...m . (13.6) é conhecida

como a equacdo dos residuos ponderados, e ¢ equivalente a uma projeg¢ao no espaco de aproxima-

cao V.

Observagéo 13.1
Sejam V = 1Ly (a,b) e
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Y = {f € Ly(a,b) | fcx> = iaigoi(x)}.
i=1

V ¢ 0 espago das fungdes que sio combinagdes lineares das fungdes ; (x>, 1,2,...m . Considere-
se agora o seguinte problema de minimizacao
min||f - f|. f e V. (13.7)
Em (13.7) eIl ¢ a norma associada ao produto escalar () . Logo
| =il ={r=Fr-7)- (13.8)
Diferenciando-se (13.8), tem-se
dlf 7| (/1)
da JUE=1r=7)
Portanto, o extremante [ satisfaz

(f=F0;)=0j=12..m. (13.10)

(13.10) € equivalente a (13.2) e a (13.6). Logo, a projecao (13.1) é equivalente a um problema de
minimizacdo, ou seja, de se encontrar o elemento do espago de aproximacgdo mais proximo da fun-
¢do a ser aproximada, problema este dado por (13.7).

=0, j=12...m. (13.9)

1.3 Projecéo Generalizada

Definigdo 13.2: Projecdo generalizada
Seja V um espago vetorial de dimensao n < oo, dotado de produto escalar € normado com a nor-
ma associada ao produto escalar. Sejam VW,V C V sub-espagos vetoriais de dimensdo m < n .

Chama-se projecéo generalizada ortogonala V de v € ¥ em V o vetor v € V tal que

(v=1,0)=0, YoeV. (13.11)

Exemplo 13.2
Sejam V= 1L, (a,b),

ﬁ:{feLZ(GJ))‘f(x):iGZ‘QOZ‘(.f)} [§]

i=1

V= {f € Ly(ab)| fcx> = Zaﬂ/}im}.
=1

V ¢ o espaco das fungdes que sdo combinagdes lineares das fungdes ; (x>, ¢ = 1,2,...m. Logo, a

projeiode f € V em V éafungdo f € V dada por

m
fa =) "mp
=1
tal que

b . _ _
j;(f—f)fdxzo,erv.
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Da expressdo acima, tem-se

b n m
j;[f—ZEiwi(m)][ aj¢j<x>]dx:0,Vaj eR.
i=1 j=1
Logo, tem-se

b m
f [f_za—i%]wjdx:0,j:1,2,...m. (13.12)
@ i=1
Ou seja, o seguinte sistema de equagdes lineares
Az =b, (13.13)
onde
b b
Aij = f %wjd% T =a; e b= f fiidzx . (13.14)

O sistema (13.13) acima determina univocamente f se det A = 0. Note-se que A ¢é, em geral,
assimétrica.

Observagdo 13.2: Equacao dos residuos ponderados

(13.12) pode ser escrita como

b
f rde = 0,5 =12,...m. (13.15)
Diz-se que em (13.15) o residuo esta ponderado pelas fungdes ; <z>,i = 1,2,...m. A equacdo

(13.15) também ¢ conhecida como a equacgao dos residuos ponderados, e é equivalente a uma pro-
jecdo generalizada no espaco de aproximacdo V. A projecio generalizada ¢ um método geral de
aproximacao de fungdes. No entanto, proje¢des generalizadas ndo sdo equivalentes a problemas de
minimizagao.

2 Formulagbes Equivalentes na Teoria das Estruturas

Considere-se o seguinte exemplo trivial, mas bastante ilustrativo.

(<)
Ie=—=———=—73
2 .

%

Trata-se de uma barra elastica linear de secdo transversal A = Acz> e moddulo de elasticidade
E = FE x> submetida ao carregamento longitudinal distribuido p = pcx>. Na extremidade
x = 0 os deslocamentos longitudinais © = (x>, admitidos uniformes em cada se¢do, sdo impos-
tos e dados por u(0) = ugy. Na extremidade = = £ ¢ aplicada uma forga longitudinal P .

Figura 13.2: barra sob tracéo

O equilibrio de um elemento infinitesimal da barra fornece
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N +p=0, em(0,/), (13.16)
onde N ¢ a for¢a normal aplicada numa se¢do da barra. Mas, admitindo-se elasticidade linear,
N ==k, onde k=FA. (13.17)

Logo, o equilibrio local de um elemento diferencial da barra leva a seguinte equagdo diferencial

(ku/Y +p=0, em(0,0). (13.18)
As condig¢des de contorno do problema sao
w(0)=1u e ku'({)=P. (13.19)

Apresentam-se, a seguir, quatro formas equivalentes de se formular o problema estdtico acima.

2.1 Formulacgéo Diferencial
Seja
@B(o,z):{veQ(0,£)|v(0):ﬁoeku’(mzp} (13.20)

o conjunto das fun¢des continuas até a segunda derivada que satisfazem as duas condigdes de con-
torno de (13.19). A formulacdo diferencial do problema estitico consiste em encontrar

u e CP(0,0) tal que
(ku/Y +p=0, em(0,0). (13.21)

Note-se que, em (13.21), tem-se necessariamente k£ € C, (0,£).

2.2 Formulacgdo Forte

Pelo Lema Fundamental do Calculo das Variagdes o problema estatico (13.21) consiste em encon-
traru € CP (0,0), tal que

foé (ku') +p

(13.22) é denominada formulacgéo forte de (13.21).

wdz =0, Yw e Ly(0,0). (13.22)

Observacéo 13.3

Note-se também que ¢ (0,¢) ndo é um espaco vetorial, pois a soma de duas funcdes pertencentes
a este conjunto nao pertence a ele. Ja o conjunto

¢P=(0,0) = {v e ¢/ (0,)[v(0) = 0 e ku/(£) = 0} (13.23)
€ um espago vetorial. Logo, pode-se dizer que a solugao do problema estatico u satisfaz a
u—uy € CP70(0,0), (13.24)

onde v satisfaz as duas condi¢des de contorno, sendo por exemplo

Uy = Ty + (13.25)

mﬁ.

O problema estatico consiste entio em encontrar v € C£=°(0,¢) tal que
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(k(v+u0)/)/+p:0, em (0,0) . (13.26)

Ou, pelo Lema Fundamental do Calculo das Variagdes, o problema estatico consiste em encontrar
v e CP0(0,0), tal que

f(f[(k;(uo+v)/),—l—p wdr =0, YweL,(0,0). (13.27)
2.3 Formulacéo Fraca
Seja
HE(0,0) = {u € H (0,£) | u(0) =1y} (13.28)

o conjunto das fungdes continuas com primeira derivada quase sempre continua que satisfazem as
condigdes de contorno essenciais de (13.19). E seja

HP=0(0,0) = {u e 1 (0,0)| u(0) =0} (13.29)

o conjunto das fungdes continuas com primeira derivada quase sempre continua que satisfazem as
condigdes de contorno essenciais homogéneas de (13.19). O problema estatico consiste em encon-

trar u € H{ (0,¢) tal que

14
fo (ku/w’—pw)dx—Pw(K):O, Yu € HE0(0,0), (13.30)
onde k € L, (0,0).

A demonstragdo que o problema (13.30) € equivalente ao (13.27) ¢ feita por integracao por partes
de (13.30), ou seja,

¢
fo (ku'w’ — pw)dw — Pw({) =

= —f;((im’)’ - p)wdx +(ku' (€)= P)w () = 0,Yw € HE=(0,0),

que fornece, pelo Lema Fundamental do Calculo das Variagdes, as seguintes equagdes

(ku/Y +p=0 em(06) ¢ ki'=P emz=1~{. (13.31)

Observacéo 13.4

Note-se que a solucdo de (13.30) esta em M (0,¢) e pode ndo pertencer a CZ (0,/). Neste sentido

a formulacdo fraca ¢ mais geral que a forte ou diferencial. Além disso kcz> pode pertencer a
L, (0,£) e ser, portanto, descontinuo em alguns pontos (mudanga brusca de se¢do ou mudanga de

material).

Observacéo 13.5

Tanto v como w ndo precisam, nesta formulagdo, satisfazer a priori a condigdo de contorno natu-
ral.
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Observacéo 13.6

HE=Y(0,¢) é um espaco vetorial enquanto que Hi” (0,£) ndo. No entanto, pode-se dizer que a
solugdo do problema estatico u satisfaz a

u—uy € HEZ2(0,0), (13.32)
onde
Uy = T - (13.33)

Observagéo 13.7

(13.30) tem duas interpretagdes. A primeira ¢ imediatamente obtida ao se substituir w por éu em
(13.30). A expressdo resultante

l
j; (ku'su’ — péu)dz — Péu (L) = 0, Yéu € HF="(0,¢), (13.34)

¢ a aplicacdo do teorema dos trabalhos virtuais ao problema em questdo. A segunda interpretagdo €
obtida fazendo-se w = v em (13.30) e utilizando-se (13.32). A expressdo obtida por integracdo por
partes,

_f(f[(k(uo —I—u)/), +p

¢ a projecgdo de (ku/)/ +pem H7(0,¢) ede P—ku'(¢) em R. Como a solugdo esta neste

dz + (ku'(£)— P)5(£) = 0,¥5 € V = HF=0(0,£), (13.35)

espago, a projecao encontrada ¢ exatamente a solugao.

2.4  Formulacdo Variacional
A formulagdo variacional do problema estatico € encontrar
u € HE(0,0) ={uec H0,0)]u(0) =1} (13.36)

tal que u caracterize o minimo do funcional

U:f[f

O funcional U em (13.37) ¢ a energia potencial da barra. A demonstracdo ¢ quase trivial, pois, ao
se igualar a variacdo de (13.37) a zero, obtém-se (13.34). Lembrando a interpretacdo de projecao
classica dada a Formulacdo Fraca, a Formulagdo Variacional ¢ um problema de minimizagao asso-
ciado a esta projecgdo.

%k(u')Q—pu dz — Pu(?). (13.37)

Observacéo 13.8

Note-se, no entanto, que o problema de minimizacao (13.37) ndo corresponde a minimizar a distan-
cia dada pela norma do Espaco de Sobolev H; (0,¢), que é dada por

lull = j:[(u’)2 +u?|da

mas minimizar pela norma em energia, definida por llull = U cu>.
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3 Métodos Aproximados para Problemas Estaticos

Chama-se método direto de solugao de problemas da Mecénica das Estruturas todo método que re-
duz o problema a solu¢ao de um ou mais sistemas de equagdes algébricas, lineares ou nao. O Méto-
do das Diferencas Finitas ¢ um método direto de solugdo de PVC's que utiliza a Formulagdo Dife-
rencial do Problema.

Nesta sec¢do, abordam-se métodos diretos que utilizam formulacgdes integrais dos problemas da Teo-
ria das Estruturas, conhecidas como Formulacao Forte, Fraca e Variacional.

3.1 Geracao de Subespacos de Aproximacao
Seja V' o espaco vetorial da solugdo de um problema estrutural. Sejamy; € V, i = 1,2,...n, fun-

¢des linearmente independentes. Logo {¢y,¥s,...¢, } formam uma base de um subespago vetorial
de V de dimensaon . Este sub-espago gerado pela base {¢y,¥s,..., } € denotado por V), e deno-
minado subespaco de aproximag@o. Ao se adicionar ao conjunto {y,s,...¢, } mais uma fungao
¢n.1 linearmente independente, o novo sub-espago gerado, denotado por 1}%1 contém necessaria-

mente V),, isto &, V), C ﬁnﬂ. Subespacos assim gerados podem ser utilizados para se efetuar proje-

¢Oes e assim se encontrar solu¢des aproximadas para problemas estruturais. Isto significa que a so-
lucdo aproximada procurada sera da forma

Ty = Y a4 (13.38)
i=1

No entanto, muitas vezes, o subespaco onde se projeta a solucdo deve satisfazer determinadas con-
dicdes de contorno. Entdo a solucao aproximada procurada pode ser da seguinte forma

Uy, = @ + Zai%‘ ) (13.39)
=1

onde , satisfaz as condi¢des de contorno que devem ser satisfeitas e ; sdo nulas nos locais onde

as condicdes de contorno sdo impostas. Nem sempre ¢ facil satisfazer as condi¢des de contorno. Por
isso, formulagdes que exijam a priori o minimo possivel de condigdes de contorno sdo muito con-
venientes na pratica.

3.2 Método de Ritz

O Método de Ritz, também conhecido por Método de Rayleigh-Ritz, foi concebido para encontrar
solucdes aproximadas de extremantes de funcionais. Ele consiste em introduzir a aproximacao
(13.39) no funcional, transformando-o em uma fungdo nas n variaveis reais a;. Os extremantes

desta fung¢@o sdo encontrados ao se igualar suas derivadas parciais a zero.
Observacéo 13.9

O método de Ritz em sua versdo restrita utiliza aproximagdes que satisfazem a priori todas as con-
digdes de contorno do problema, enquanto que em sua versdo generalizada utiliza aproximagdes
que satisfazem a priori apenas as condi¢des de contorno essenciais do problema.

Exemplo 13.3

Considere-se o seguinte funcional
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2
F(y) = "(1+2%')d
(y) Ly( + 2%y’ )dz
com as condigdes de contorno essenciais abaixo
y()y=1 e y(2)=4.

O extremante deste funcional é

Yo = —g +7
e o valor dele neste extremo ¢

F(yy) =21.
E facil mostrar que este extremo ¢ um minimo. Considere-se agora uma aproximagdo gerada por

=@+ oy,
onde
p=3x—-2 e ¢ =(x—1)(x—2).
Logo
F(§)=F(a)= ga% + 3a; +24 .
Assim
%z%al+3202>a_1 :—%:—1,875.

A solugdo aproximada é entdo

n = 3x—2—%(m—1)(m—2).
Uma medida da aproximacao ¢ dada por
F(y) = 21,188,

ou seja, 0,9% de erro em relagdo ao valor exato.

Observacéo 13.10

Note-se que, em problemas de minimo, tem-se sempre para o Método de Ritz

Ou seja, a convergéncia para o minimo do funcional ¢ feita por cima.

Exemplos 13.4

a) Considere-se um pilar prismatico engastado inferiormente e submetido a um carregamento
vertical de compressdo P na extremidade superior. A carga de flambagem deste pilar ¢

dada pelo minimo do funcional

[ B0 do

PHy=20 ~ ° (13.41)

j;é 0%dx

onde 0 ¢ arotagdo das segdes transversais. O minimo deste funcional ¢ a carga de Euler
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4 02
b) Seja uma solugdo aproximada dada por

0, = az (20— 1),

PE:

(13.42)

(13.43)

que corresponde a versdo restrita do método de Ritz. Introduzindo-se 6, acima em (13.41),

tem-se

~ EI
P(&l):2,5£—2,

o0 que significa um erro de 1,32% na carga de Euler.

¢) Seja agora uma solugdo aproximada, também quadratica, dada por

0 2
02 = T + AT,

(13.44)

(13.45)

que corresponde a versdo generalizada do método de Ritz. Introduzindo-na em (13.41),

tem-se
~ 2
P(02>:30+6004+40012E_§7 onde a = .
10 + 15a + 6 ¢ a

Assim

£:0:>a:—0,453

do
e

P(6) = 2,48596%,

0 que significa um erro de 0,75% na carga critica de Euler.

Exemplo 13.5

Considere-se o problema descrito por (13.36) e (13.37), ou seja, encontrar

ue HE0,0)={ue M 0,6)]u0) =17}

tal que u caracterize o minimo do funcional

U:f;

Seja uma solugdo aproximada do tipo

%k(u/)z — pu|dr — Pu(l).

n
i=@ + ) a5,
=1

ay

(13.46)

(13.47)

(13.48)

(13.49)

(13.50)

(13.51)

onde @y, = Uy e ¢; € ME=0(0,0),4i =1,2,...n. Introduzindo-se (13.51) em (13.50), tem-se, com

a convenc¢do da somatoria,

U:ff

1 _
§kav:%aj<ﬁj —p (U + a;p;)

1
Uce)=-alAz —bTz —c,

onde
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¢

= kolohd
4y = [ keleide,
Ti = a; ,

b= [ ppds + Po(0) e (139
c= f;pﬁodx-l—PUO .
Logo
VU =Axz—-b=o0. (13.55)

(13.55) é um sistema de n equagdes lineares. Note-se que a matriz A ¢é simétrica, isto €,
A = A, .
j i

3.3 Método dos Elementos Finitos

Considere-se o exemplo anterior e seja uma solugdo aproximada do tipo

n

u =g+ Zaz'% ) (13.56)
=1

onde vy = Uy e ¢; € HET"(0,4), i =1,2,...n sdo mostradas na Figura 13.3. As fungdes lineares

; da Figura 13.3 caracterizam-se por terem valor 1 no pontos ¢ de coordenada z; e valor zero nos

demais. Além disso elas tem valor ndo nulo apenas nos intervalos contiguos ao ponto . Os pontos %
sdo denominados nos e os intervalos entre nds sdo denominados elementos. Ao conjunto de nds e
elementos da-se o nome de malha. Este método de interpolagdo é denominado Método dos Elemen-
tos Finitos.

Figura 13.3: Funcdes de interpolacdo do Método dos Elementos Finitos

Propriedades 13.1

O Método de Ritz conjugado com o Método dos Elementos Finitos tem as seguintes vantagens:
a) Os coeficientes a; tém significado fisico, pois a; = @ (x;) ;

. r g s T2 4 r ~
b) A matriz A ¢, em geral, simétrica e rarefeita’ (isto é, com poucos elementos nao nulos);
no caso ela ¢ tridiagonal;

72
Ou esparsa.
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c) As integragdes que constam dos elementos de A e b podem ser efetuadas em cada ele-
mento finito separadamente;

d) A precisdo da aproximacdo ¢é controlada pela dimensao dos elementos;

e) As condigdes de contorno naturais ndo oferecem dificuldades, ao contrario do Método das
Diferencas Finitas;

f) Os elementos podem ter dimensdes diferentes, ao contrario do Método das Diferencgas Fi-
nitas (veja Capitulo 4).

3.4 Meétodo da Colocacéo

Um método que ndo exige uma formulagdo variacional ¢ o Método da Colocagéo, que tem experi-
mentado nos dias atuais um certo renascimento. Para exemplificar considere-se a formulagdo forte
do problema da se¢o anterior, ou seja, encontraru, € C (0, £), tal que

¢

fo (ku') + plwdz =0, Yw € Ly(0,¢). (13.57)

Seja uma solugdo aproximada do tipo
U=+ Z%‘%‘ ) (13.58)

i—1
onde
P

= . 13.59
Yo = Uy + k(é)x ( )

e g € GP70(0,0),i=12...n.A fungio

rczy = ki” +p (13.60)

da-se o nome de residuo, pois ela é identicamente nula apenas para a solugdo. A expressdo dos resi-
duos ponderados ¢ dada entdo por

j:mpjdx:o,j:m,...n. (13.61)
A funcgdo delta de Dirac é uma fungdo generalizada ou distribui¢éo denotada por ¢ cz> tal que
f°° Feer6(z—z9)de = f(zp) . (13.62)
Escolhendo-se -
Y =6(z—wz;), j=12...n, (13.63)

onde z;, j = 1,2,...n, sdo pontos no intervalo (0,¢), de (13.61) obtém-se

(ki (2;)) +p(z;) =0,j=12...n, (13.64)
A projegdo generalizada (13.64) é conhecida como método da colocagao.

Observacéo 13.11

Observe-se que a projecao efetuada em (13.63) utilizou a formulagao forte do problema. Isto signi-
fica que @ deve satisfazer as condicdes de contorno essenciais e naturais do problema. Ja as fun-
¢oes v , 7 = 1,2,...n, podem ser bem gerais, como € 0 caso acima.
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3.5 Meétodo de Ritz-Galerkin e método de Petrov-Galerkin

Para exemplificar considere-se a formulagdo fraca do problema da se¢@o anterior, ou seja, encontrar
u € HE(0,0) tal que

¢
fo (ku'w' — pw)dz — Pw(£) = 0, Vw € HF=°(0,¢), (13.65)
onde k € L, (0,0).
Seja uma solugdo aproximada do tipo
0=+ Y ap, (13.66)
i=1
onde ¢y = Uy eyp; € HET"(0,£),7 = 1,2,...n . A expressio dos residuos ponderados ¢ dada entio

por

f(f(k;u’zp; —p; )dz — P (£)=0,j=12..n. (13.67)

Nesta projecdo o método da colocagdo ndo ¢ mais possivel, mas, em compensacao, a aproximagao
(13.66) pode ser mais simples. Introduzindo-na em (13.67), tem-se

Ax—b=o0 , (13.68)

onde

l
Ay = | kel da,
e (13.69)

€T, = a;

¢
b= [ piide + Py (0).

Logo (13.68) ¢ um sistema de n equagdes lineares. Note-se que a matriz A € simétrica somente se
o=, 1=12..n. (13.70)

Quando (13.70) ¢ utilizada a projegdo é denominada Método de Ritz-Galerkin. Note-se também que
o sistema obtido coincide com o obtido através do método de Ritz. No entanto, o método de Galer-
kin é mais geral, pois ndo pressupde a existéncia de um funcional. Caso

o =Y +ap =Y, i=12..n, (13.71)

onde a ¢é uma constante, a projecdo generalizada resultante é denominada Método de Petrov-
Galerkin.

Observagéo 13.12

O M¢étodo dos Elementos Finitos também pode ser utilizado em conexdo com os métodos de Pe-
trov-Galerkin e de Ritz-Galerkin.

Observacéo 13.13

O Método de Petrov-Galerkin ¢ importante na solu¢do das equacdes de Navier-Stokes da Mecanica
dos Fluidos Viscosos com o Método dos Elementos Finitos.
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Exercicios 13.1

e Considere-se um pilar engastado na extremidade inferior e livre na extremidade superior e
com comprimento ¢. O coeficiente de rigidez EI ¢ dado por 2k na metade inferior do pi-
lar e por k£ na metade superior. Determine pelo método de Ritz, em ambas as versdes, uma
aproximacao da carga critica, utilizando polinémios quadraticos.

e Seja uma viga prismatica sobre apoio elastico de Winkler de constante %, engastada a es-
querda e simplesmente apoiada a direita ¢ de comprimento ¢. O funcional da energia po-
tencial ¢ dado por

U(U):j;)é

onde p ¢ constante. Determine a equacdo de Euler-Lagrange e condi¢des de contorno. En-

contre uma solucdo aproximada pelo Método de Ritz usando polindmios do grau mais bai-
x0 possivel em ambas as versdes do método.
e Formule o método de Ritz-Galerkin em conexdo com o método dos elementos finitos para

o problema da barra tracionada.

Critérios de Resisténcia

%E[(U”)Q +%k112 — pv|dz .

1 Introducao

Definigdo 14.1: Critério de resisténcia
Chama-se critério deresisténciaa fungdo F' : S3 — R, onde S; ¢é o espago dos tensores de segun-
da ordem simétricos, tal que, para um estado de tensdes caracterizado pelo tensor T,

<0, o material resiste;

F(T 14.1
() > (0, o material nao resiste. ( )

Observagéo 14.1

Por um material nao resistir a um estado de tensdes pode-se entender que o material rompe, fratura,
¢ esmagado, escoa ou sofre quaisquer outros danos considerados excessivos. Muitas vezes a resis-
téncia de um material ¢ apenas convencional, ndo caracterizando estados de tensdo fisicamente es-
peciais ou bem determinados, mas simplesmente estados ndo desejaveis de tensao.
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Definigdo 14.2: Superficie de Resisténcia

A superficie de resisténcia associada a um critério de resisténcia € a hiper-superficie dada pela e-
quacao

F(T)=0. (14.2)

2 Classes de Critérios de Resisténcia

Para se definir algumas classes de critérios de resisténcias as definigdes de funcdo tensorial isotro-
pa, transversalmente isotropa e ortdtropa do Capitulo 8 sdo necessarias.

Definigdo 14.3: Critério de resisténcia isotropo

Um critério de resisténcia ¢ dito isotropo se for uma fungdo isétropa do tensor das tensdes, de acor-
do com a Definigao 9.9.

Definicao 14.4: Critério de resisténcia transversalmente isétropo

Um critério de resisténcia ¢ dito transversalmente isotropo se for uma fungdo transversalmente is6-
tropa do tensor das tensdes, de acordo com a Definicao 9.14.

Definigdo 14.5: Critério de resisténcia ortotropo

Um critério de resisténcia é dito ortotropo se for uma fungédo ortdtropa do tensor das tensdes, de
acordo com a Defini¢do 9.12.

3 Critérios de Resisténcia Isotropos

Propriedades 14.1
a) Um critério de resisténcia isotropo pode ser expresso da seguinte forma
F(T) = F(L,I13), (14.3)

onde [;,I,, 15 sdo os invariantes do tensor das tensdesT", conforme (8.29). Isto se verifica

porque os invariantes independem da base onde o tensor das tensoes € expresso.
b) Expressdo equivalente a (14.3) para critérios de resisténcia isotropos, conforme (8.37) e

(8.47), ¢
F(T)=F(l,J5,0). (14.4)
¢) Outra expressdo equivalente a (14.3) para critérios de resisténcia isotropos €
F(T)= F(oy,09,03). (14.5)

Definigdo 14.6: Superficie de resisténcia de um critério isétropo

A superficie de resisténcia associada a um critério de resisténcia isotropo € a superficie no espago
R? dada pela equagdo

F(oy,09,03) = 0. (14.6)

onde 01,049,053 sdo as tensdes principais.
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3.1 Critério de Rankine”™

O critério de Rankine™ foi formulado em 1857 para materiais litdides como solo e concreto. Este
critério procura explicar a ruptura fragil por tragdo que ocorre nestes materiais, afirmando que a
maxima tensdo de tragdo no material ndo pode ultrapassar o valor f; , conhecido como resisténcia a
tracdo do material. Desta forma o critério de Rankine também é chamado de critério da maxima
tensdo de tragdo e pode ser expresso por

Omax < [i . (14.7)
Mas, conforme (8.16), tem-se
Omax = 01 = %Il + %J?)JQ cosf . (14.8)
Logo, pode-se escrever
1 2
F(Il,JQ,Q) :gll +§\/3J2 COSH—ﬁ . (149)
o | &
-

B8:=60

oror \

Figura 14.1: Critério de Rankine
a) secbes meridianas; b) secdo antiesférica
A Figura 14.1 mostra a secdo transversal da superficie de Rankine nos planos anti-esféricos ou oc-

taédricos, bem como seus meridianos para # = 0° e = 60°. Note-se que a superficie ¢ uma pira-
mide reta com uma base triangular regular.

3.2  Critério de Tresca™

O critério de Tresca’® foi formulado em 1868 para metais e supde que a maxima tensdo de cisalha-
mento seja a variavel chave. Ele afirma que um metal se plastifica se a maxima tensdo tangencial
atingir a um valor f; . Por isso ele também ¢ conhecido como critério da maxima tensio tangencial.

Logo, pode-se escrever

 William J. M. Rankine (1820-1872).

™ W.J.M. Rankine, On the stability of |oose earth, Philos. Trans. R. Soc. London, 1857

> Henri Edouard Tresca (1814-1885).

7 H. Tresca, Mémoire sur "’ ecoulement des corps solides, Mémoires présentés par divers savants a 1’Académie des
Sciences, 18, 1868.
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Tomax < Jr (14.10)

Lembrando-se que

o = 111 +g\/3J2 cosf e o3 = 11'1 +g 3J5 cos| 6 +2—7T), (14.11)
3 3 3 3 3
tem-se
Tmax = % = % 3J5 (cos@ — cos(@ + 2%)) = J2sen(9 + %) : (14.12)
Portanto,
F(J,,0) = JQSGH(Q—F%)—fT. (14.13)

A Figura 14.2 mostra a se¢do transversal da superficie de Tresca no plano anti-esférico, bem como
seus meridianos para # = 0°,30°,60° . Note-se que a superficie de plastificacdo ¢ um prisma reto

de base hexagonal regular.

Ar

Figura 14.2: Critério de Tresca

se¢Oes meridianas; b) secao antiesférica

3.3 Critério de Huber-von Mises

O critério de Huber-von Mises” foi formulado em 1904 por Huber”® ¢ em 1913 por von Mises’®
para metais e supde que o invariante .J, seja a variavel chave. Ele afirma que um metal se plastifica

num ponto se o invariante .J, neste ponto atingir a um valor % . Logo

F(Jy) =Ty — k. (14.14)

A Figura 14.3 mostra a se¢fo transversal da superficie de Huber-von Mises no plano antiesférico,
bem como sua se¢do meridiana. Note-se que a superficie € um cilindro reto de base circular.

7 M.T. Huber, Wlasciwa praca odksztalcenia jako miara wytezenia materyatu, Czasopismo Techniczne 22, 81-83,
1904, R. von Mises, Mechanik der festen Korper im plastisch-deformablen Zustand, Nachr. Kgl. Ges. Wiss. Gottingen,
Math. Phys. Klasse 582-592, 1913.

® Maksymilian Tytus Huber (1872-1950).

7 Richard von Mises (1883-1953).
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Figura 14.3: Critério de von Mises
a) secdes meridianas; b) secdo antiesférica

3.4  Critério de Mohr-Coulomb®

O critério de Mohr foi formulado em 1900 para qualquer tipo de material e sustenta que um materi-
al ndo suporta, em qualquer plano, tensdes de cisalhamento superiores a um valor f que ¢ funcao

apenas da tensdo normal atuante no mesmo plano em que a tensdo de cisalhamento atua. Logo se
pode escrever que
F=7—fw>, (14.15)

onde f (o> ¢ uma funcdo determinada experimentalmente.

A forma mais simples desta fungdo ¢é a reta conhecida como equacdo de Coulomb, que data de
1773. Para ela escreve-se

F=7r+4+0ctan¢ — c, (14.16)

onde ¢ ¢ conhecida como coesdo e ¢ como angulo de atrito interno. O critério expresso pela e-
quacdo (14.16) é conhecido como critério de Mohr-Coulomb. A Figura 14.4 ilustra a equagdo de
Coulomb no plano 7 x ¢ . Observando-se a Figura 14.4, pode-se escrever que

9 ;(73 cos¢ e o= el ;Ug + % ;U?’ seng . (14.17)

T =

G

Figura 14.4: Equacdo de Coulomb
Introduzindo-se (14.17) em (14.16), obtém-se

% Charles Augustin Coulomb (1736-1806).
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0y — 03
2
Lembrando-se de (14.11), tem-se que

O'1+(73 o1 —
+

5 5 ik seng

F = COS(;5+[

tanQS—C, (1418)

a0y 1 3J2(cos€—cos(0+2§))= J2sen(9+§) e

—?— ?1 1 2 1 1 (14.19)
o +o T T

% = 511 + §\/3J2 cosf + 605(9 + ?)) = gll + 3 3J5 608(9 + 5) )

Portanto

F = Jgsen(é—l—%)(cosqb—i—sengbtangb)—1—[%11 —|—% 3chos(9+g)

A Figura 14.5 mostra a se¢do transversal da superficie de Mohr-Coulomb nos planos anti-esféricos,
bem como seus meridianos para § = 0°,60° . Note-se que a superficie ¢ uma piramide reta de base

tang —c. (14.20)

hexagonal irregular.

'\O

9:60".

Figura 14.5: Critério de Mohr-Coulomb
a) secGes meridianas; b) secdo antiesférica

3.5  Critério de Drucker-Prager®

O critério de Drucker-Prager®* foi formulado em 1952 como uma simplificacio do critério de Mo-
hr-Coulomb. Ele ¢ simplesmente uma modificacdo do critério de Huber-von Mises na seguinte for-
ma

F(I,Jy)=ol +JJ, — k. (14.21)

A Figura 14.6 mostra a secdo transversal da superficie de Drucker-Prager nos planos antiesféricos,
bem como sua se¢do meridiana. Note-se que a superficie € um cone reto de base circular.

8 Daniel C. Drucker (1918-2001), William Prager (1903-1980).
82 D.C. Drucker and W. Prager, Soil mechanics and plastic analysis or limit design, Q. Appl. Math., 10, 1952.

336



Figura 14.6: Critério de Drucker-Prager
a) secdes meridianas; b) secdo antiesférica

Exercicios 14.1

a)
b)

d)

Qual o valor de # nos ensaios de tragdo simples, compressao simples e cisalhamento sim-
ples?

Mostre que os cinco critérios de resisténcia isotropos deste capitulo podem ser colocados
na forma

F(1L,J5,0) = [(11,J5,0) =k,
onde f e x tém dimensdo de tensdo.
A tensdo equivalente de um critério ¢ definida por
o =af(l,J0),
de forma que num ensaio de tragdo simples
o =0,
onde o ¢ a tensdo normal no ensaio. Determine « para os critérios de Rankine, Tresca,

von Mises, Mohr-Coulomb e Drucker-Prager.
Mostre que o critério de resisténcia também pode ser expresso por

Fo)y=a—-1f,
onde f, ¢ aresisténcia a tragdo do material. Mostre também que
o
Q@

Se a tensdo equivalente for definida para ensaios de cisalhamento simples com
T = af(IhJ%e) )

qual serdo os valores de « para os cinco critérios de Rankine, Tresca, von Mises, Mohr-
Coulomb e Drucker-Prager.
Em um ensaio de tracdo simples de um material a resisténcia medida é dada por f;. Deter-

mine os parametros dos critérios de Rankine, Tresca e von Mises. Num ensaio de tragao
simples de um material a resisténcia medida ¢ dada por f, e num ensaio de compressao

simples a resisténcia medida ¢ dada por f.. Determine os parametros dos critérios de Mo-
hr-Coulomb e Drucker-Prager.
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15

Introducéo a Teoria da
Plasticidade

Este Capitulo apresenta uma pequena introdugdo a Teoria da Plasticidade sob linearidade geométri-
ca. Dentro deste contexto serdo abordados temas como a formulac¢do de equagdes constitutivas elas-
ticas perfeitamente plasticas e a formulacdo do problema quase-estatico da Teoria da Plasticidade.
O Capitulo encerra-se com uma introducdo a Analise Limite para carregamento proporcional de
grande importancia pratica.

1 Equacdes Constitutivas Elastoplasticas

1.1 Modelo uniaxial elastico perfeitamente plastico

Considere-se 0 modelo elastico perfeitamente plastico reapresentado na Figura 15.1.

Figura 15.1: Modelo elastico perfeitamente plastico

Em um ensaio uniaxial de tensdes o modelo acima apresenta o comportamento descrito na Figura
15.2. Este comportamento ¢ eldstico enquanto a tensdo ¢ for menor, em moddulo, que a tensdo de
escoamento R . Para tensdes iguais, em modulo, a tensdo de escoamento R, ele escoa, isto €, apre-
senta deformagdes indefinidas. Quando o material é descarregado de um estado de tensdo de tragdo
com o = R ele apresenta comportamento elastico e deformacdes residuaisc?. Se a seguir for im-
posta uma tensdo de compressdo ¢ = —R ele escoara em sentido inverso. Se descarregado, nova-
mente tera comportamento elastico e apresentara deformacdes residuais €” que poderdo ser positi-
vas ou negativas, conforme a extensao do escoamento na compressao.
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Y
m

J=R

Figura 15.2: Ensaio uniaxial de material elastico perfeitamente plastico

Embora o modelo seja simples, uma descricdo matematica rigorosa de seu comportamento nao €
imediata. O objetivo desta segdo é apresentar uma formulagao rigorosa do comportamento do mode-
lo elastoplastico acima.

Definic¢éo 15.1: Funcéo de plastificagédo

Pode-se definir para o modelo acima a funcéo de plastificacéo, /' : R — R , tal que

Fco>=101—-R. (15.1)
Note-se que
< 0 para estados de tensao admissiveis ¢
Fao> - . (15.2)
> 0 para estados de tensao inadmissiveis.
Definigdo 15.2: Dominio Elastico
Ao conjunto

E={o|Fc> <0} (15.3)
da-se o nome de dominio elastico do material que no caso do material da Figura 15.1 ¢ dado pelo
intervalo

E =[-R,R]. (15.4)

Estados plasticamente admissiveis de tensdo correspondem a pontos do dominio elastico.

Definigdo 15.3: Estados de tensdo elasticos e elastoplasticos

Estados plasticamente admissiveis de tensdo podem ser classificados de acordo com
a) F o> < 0: estados elasticos de tensao;
b) [F o> = 0: estados elastoplasticos de tensao.

Defini¢éo 15.4: Decomposi¢do da deformacéao

Suponha-se que a elasticidade do material seja descrita pela equagdo constitutiva 6 : R — R. De-
fine-se componente elastica da deformagdo, ou simplesmente deformacdo eléstica associada ao
estado de tensodes caracterizado pela tensdo o, como a grandeza £ tal que

o= 6(et). (15.5)

No caso de elasticidade linear, tem-se
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o = Be°, (15.6)

onde £ ¢ o modulo de elasticidade. Define-se componente plastica da deformagao, ou simplesmen-
te deformacéo pléastica, associada ao estado de tensdes caracterizado pela tensdo o , como o escalar
e? tal que

e=¢"+¢eb. (15.7)

Observagéo 15.1

Para estados elasticos de tensdo o comportamento do material é regido por (15.5). Enquanto o mate-
rial permanecer neste estado as deformagdes plasticas ndo variam, ou seja, ¢ = 0. Para estados
elastoplasticos de tensdo o material pode ter dois tipos de comportamento. Ou ele apresenta com-

portamento eléstico regido por (15.5) e neste caso F' < 0, ou ele apresenta comportamento plastico

com €¥ = 0 eatensdo o constante e igual em moédulo a R, e neste caso F' = 0. Em estados plas-
ticos a deformagao plastica aumenta algebricamente (¢ > 0) se ¢ = R e diminui algebricamente

(é? <0) se 0 = —R.

Definigdo 15.5: Lei de escoamento

Definindo-se

n =2 (15.8)
g
pode-se, em geral, escrever
el =an, onde &>0. (15.9)

(15.9) é conhecida como lei de escoamento.
Definigédo 15.6: Lei da normalidade
Note-se também que

n=VF, (15.10)

que ¢ conhecida como lei da normalidade.

Definigdo 15.7: Condicdes de carregamento e descarregamento plastico

A variagdo da deformagao plastica pode ser dada por (15.9) com

=0 seF <0 ou seF:()eF<0,
Q . (15.11)
>0 seFF=0¢e F=0.

A expressdo acima pode ser resumida da seguinte forma
F<0, a>0 e aF=0. (15.12)

Em Programagdo Matematica condig¢des do tipo (15.12) sdo chamadas de condi¢des de complemen-
taridade de Kuhn-Tucker. Na Teoria da Plasticidade elas sdo conhecidas como condi¢des de carre-
gamento plastico (¢ > 0) e descarregamento elastico(a = 0).

1.1.1 Equacdes Constitutivas Elastoplasticas

As equagoes constitutivas do modelo eléstico perfeitamente plastico sdo
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e =¢°+¢?,
o = Ee,

E={o]|Fw> <0},

2 an (15.13)
n=VF e
F<0, a¢>0 e aF=0.
Definigdo 15.8: Equacao de consisténcia plastica
De (15.12), ou seja, de &F' = 0, conclui-se que
aF =0. (15.14)

(15.14) ¢é conhecida como equacdo de consisténcia de Prager ou de persisténcia pléstica pois afir-
ma que, enquanto o material estiver escoando, isto €, enquanto & > 0, o material permanece num

estado plastico com F' = 0 e, portanto, F=0.
Observagéo 15.2
Note-se que
F=VF6=n6=nE =nE(é—é?)=nE(é—dn)=0. (15.15)
Resolvendo-se (15.15) para ¢, tem-se
a = ——nke. (15.16)

Logo, a equacdo de persisténcia plastica fornece para ¢ > 0
6 =FEe* =F(é—¢éP)=F(é¢—an)=FE é—LnEné =0. (15.17)
nkn

Este resultado era esperado, uma vez que, nos patamares de escoamento, a tensdo permanece cons-
tante.

Definigdo 15.9: Dissipacao plastica
Define-se dissipacdo plastica como a fungdo D” : R x R — R dada por
DP (7,éV) = 1EP . (15.18)

1.1.2 Principio da Maxima Dissipacao Plastica

O Principio da Maxima Dissipacéo Plastica de von Mises afirma que para um dado ¢’ € R a ten-
sdo o € E correspondente que atua no material € solucdo do seguinte problema de maximizagao

D? (0,e?) :ma]é(Dp(T,ép). (15.19)
TE

(15.19) diz que, dado £” € R, o estado plasticamente admissivel de tensdes o correspondente
maximiza a dissipacdo plastica (15.18).

Propriedade 15.1

O Principio da Méxima Dissipagado Plastica ¢ condicdo necessaria e suficiente para:
a) Normalidade, ou seja
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e? =aVF,
b) Condigdes de carregamento e descarregamento na forma de condi¢des de Kuhn-Tucker, ou
seja
F<0, a>0 e aF =0;
¢) Convexidade do dominio elasticolE, ou seja,
F((1-80)o,+00,)) <(1—-60)F(0,)+0F(0g,), V0 €][01],Vo,,0, €. (15.20)

A demonstragdo desta proposigdo sera feita no caso geral mais adiante.

1.2  Modelo multiaxial elastico perfeitamente plastico

Para se generalizar a formulagdo acima para estados multiaxiais de tensdo ¢ deformacdo é conveni-
ente a introdugdo de vetores generalizados de tensao e deformacao, aqui denotados por o e €, res-
pectivamente. Estes vetores sdo definidos de modo que a poténcia especifica dos esfor¢os internos
sejadadapor o -€ .

Exemplos 15.1

e No caso de solidos no espago tridimensional eles podem ser definidos por (n = 6)

8.77
Y g,
UZ
V2
o = ﬁﬂ;y e &= T%y . (15.21)
V2
V2r,, V2
e No caso da Teoria de Timoshenko para barras no espaco, podem-se definir (n = 6)
Vi Mz
Vy ny
N 1
o = M, e €= Ky | (15.22)
M, Ry
T e

e No caso de s6lidos em estado plano de tensdo ou deformagéo, podem-se definir (n = 3)

o=\ o, e e=| g, (15.23)
V2r,, 2
o
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e No caso da Teoria de Bernoulli-Euler para barras no espaco, podem-se definir (n = 4)

N .
MK /{$

o = e &= . 15.24
", . (15.24)
T Kz

Vs 1,
Vy Ty
o =|M, e & = |Ra]|. (15.25)
M,, Ryy
M,, Ry

e No caso da Teoria de Placas de Lagrange-Kirchhoff, podem-se definir (n = 3)

M

TT

o = Myy

M

Ty

K/EZL’
€ € =Ky l- (15.26)
Ry
Defini¢édo 15.10: Funcéo de plastificacédo
Chama-se funcéo de plastificagdo a funcao F' : R" — R, tal que
< 0 para estados de tensao admissiveis ¢

koo > 0 para estados de tensao inadmissiveis. (15.27)
Defini¢do 15.11: Dominio elastico
A regido

E={o|Fw><0} (15.28)

da-se o nome de dominio elastico do material e a superficie em R" dada por F' = 0 da-se o nome
de superficie de plastificagéo. Estados plasticamente admissiveis de tensdo correspondem a pontos
do dominio elastico.

Observacéo 15.3

Qualquer critério de resisténcia convexo pode ser utilizado como fungao de plastificagao.

Exemplo 15.2

Para metais, por exemplo, a func¢do de plastificacdo de von Mises abaixo ¢ muito utilizada

Feor=.J, —k. (15.29)
Definigdo 15.12: Estados elasticos e elastoplasticos de tenséo

Estados plasticamente admissiveis de tensdo podem ser classificados de acordo com
a) Fo> < 0:estados elasticos de tensdo;
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b) [F o> = 0: estados elastoplasticos de tensao.

Definigédo 15.13: Decomposigédo da deformagéo

Suponha-se que a elasticidade do material seja descrita pela equacdo constitutivag : R” — R"”.
Define-se componente elastica da deformagdo, ou simplesmente deformacéo elastica, associada ao
estado de tensdes caracterizado pela tensdo o ao vetor €° tal que

oc=o0(e). (15.30)
No caso de elasticidade linear, tem-se
o = De°, (15.31)

onde D ¢ a matriz dos médulos elasticos de rigidez. Define-se componente plastica da deformagao,
ou simplesmente deformacao pléstica, associada ao estado de tensdes caracterizado pela tensdo o,
ao vetor £? tal que

e =¢e+e?. (15.32)

Observagéo 15.4

Para estados elasticos de tensdo o comportamento do material é regido por (15.31). Enquanto o ma-
terial permanecer neste estado as deformagdes plasticas ndo variam, ou seja, €” = 0. Para estados
plasticos de tensdo o material pode ter dois tipos de comportamento. Ou ele apresenta comporta-

mento elastico regido por (15.31) e neste caso F' < 0, ou ele apresenta comportamento plastico
com &? = ( eneste caso F' = 0.

Definigédo 15.14: Lei de escoamento
Definindo-se o vetor m , pode-se, entdo, escrever que
el =am, onde &>0. (15.33)

(15.33) ¢é conhecida como lel de escoamento.

Defini¢éo 15.15: Lei da normalidade
O vetor normal a superficie de plastificagdo ¢ dado por

n=VF. (15.34)
Quando

m=n (15.35)
obedece-se a lei da normalidade.

Definicao 15.16: Condigdes de carregamento e descarregamento pléstico

Logo a variagdo da deformagdo plastica pode ser dada por (15.33) com

=0 seF <0 ou seF:OeF<0,
Q . (15.36)
>0 selF=0¢ F=0.

A expressdo acima pode ser resumida da seguinte forma
F<0, a>0 e aF =0. (15.37)
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Em Programagdo Matematica condi¢des do tipo (15.37) sdo chamadas de condi¢des de Kuhn-
Tucker. Na Teoria da Plasticidade elas sdo conhecidas como condi¢des de carregamento pléstico e
descarregamento elastico.

1.2.1 Equacdes constitutivas elasticas perfeitamente plasticas

Pode-se reunir as equacgdes constitutivas do modelo plastico perfeito como se segue

e =€’ +€e?,
o = De°,
E={o|Fw><0},
o _n (15.38)
n=VF e
F<0, >0 e aF=0.
Definigdo 15.17: Equacédo de consisténcia plastica
Da tultima equagdo de (15.38), conclui-se que
aF =0. (15.39)

(15.39) ¢ conhecida como equacéo de consisténcia de Prager ou de persisténcia plastica pois afir-
ma que, enquanto o material estiver escoando, isto €, enquanto & > 0, o material permanece num

estado plasticocom F' =0 e, portanto,F =0.
Observagéo 15.5
Note-se que
F=VF.6=n-6=n-Dé"=n-DE—-¢e")=n-D(Eé—-am)=0. (15.40)

Resolvendo-se (15.40) para «, tem-se

¥ = - De . 15.41
Q n-Dmn e ( )

Logo, a equagdo de persisténcia plastica fornece para & > 0

G =6 = Dé = D(é —é") = D(é —am) = D[e — "D (15.42)
n - Dm
Definicao 15.18: Matriz dos modulos elastoplésticos de rigidez tangente
Pode-se escrever (15.42) da seguinte forma
o = DY , (15.43)
onde
D? =D — Tl Dmn'D (15.44)
n° Dm

¢ a matriz dos mddul os elastoplasticos de rigidez tangente. Quando a lei da normalidade é adotada,
D ¢ simétrica e dada por
1

n’Dn

D? =D — Dnn'D. (15.45)
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Observacéo 15.6

Note-se que no escoamento a tensdo o nao permanece necessariamente constante. Somente F

permanece constante.

Exemplo 15.3: Equag0es de Prandtl-Reuss
Para um material elastico linear isotropo e um s6lido tridimensional
o = De°,
onde
D = KI +2GM

(15.46)

(15.47)

¢ a matriz dos modulos elasticos de rigidez, sendo I a matriz identidade, sendo M a matriz defi-

nida por

M:I—%&ST, onde & =

o O O = = =

€ com

——E e G——E
C3(1—-2v) C2(14v)

(15.48)

(15.49)

sendo o modulo de compressibilidade e o médulo de cisalhamento, respectivamente. E interessante

notar que M tem a seguinte propriedade
M" =M.

A tensdo normal média € dada por

1
Om = 55 Tor
e o vetor das tensdes antiesféricas por
s=0 —0,0 = Mo .

stem as seguintes propriedades

E também facil verificar que

1
Jy ==s"
2 9 S S
A normal a superficie de plastificacdo de von Mises ¢ dada por
n=VF 1 s
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Logo a matriz dos mddulos elastoplasticos de rigidez tangente ¢ dada por

D? =D — gssT . (15.57)
J2
A equacao
o=D%, onde D? =D —%SST ) (15.58)
k

¢ conhecida como equagéo de Prandtl-Reuss.

Definicédo 15.19: Dissipacéo plastica
Define-se dissipacdo plastica como a fungdo D? : R" x R" — R dada por
D? (r,e?)=1-€". (15.59)

1.2.2 Principio da Méaxima Dissipacao Plastica de Von Mises
O Principio da Maxima Dissipacdo Plastica de von Mises afirma que para um dado €” € R" a

tensdo o € [E correspondente que atua no material ¢ solugdo do seguinte problema de maximiza-
¢do
D?(o,e?) = maﬁch (T,€7). (15.60)
TE
(15.60) diz que, dadoe? € R", o estado de tensdes o correspondente maximiza a dissipacao plas-
tica (15.59).
Teorema da Méxima Dissipacao Pléastica

O Principio da Maxima Dissipa¢do Plastica ¢ condi¢do necessaria e suficiente para:
a) Normalidade, ou seja

el =aVF o, (15.61)
b) Condicdes de carregamento e descarregamento na forma de condi¢des de Kuhn-Tucker, ou
seja
F<0, a>0 e aF =0;
¢) Convexidade do dominio elasticolE, ou seja,
F(1-0)o,+00,)<(1-0)F(o,)+0F(0y),V0 €[0,1],Vo,,0, € E. (15.62)
Para se demonstrar que (15.61) e (15.62) implicam em (15.60), considere-se que de (15.62)

decorre
Flo+0cr—o>))<FwoH>»+0(Fer>—Fwo>), VO0e[0,1], (15.63)
ou seja
Flo+0cr —o0>)— Fao>

5 <Fer>—Fao>, VYHe€[01]. (15.64)

Levando ao limite # — 0 a expressdo da esquerda, e utilizando a defini¢ao de derivada di-
recional do Capitulo 3, tem-se

VFwH >t —o> < FarH—Fo>. (15.65)

Para o sobre a superficie de plastificacdo, ou seja, para o tal que F'<o> = 0 e para T
tal que F¢1m> < 0, tem-se de (15.65) que
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VFwH >« —0><0, (15.66)

que juntamente com a lei da normalidade implica em (15.60). A demonstracdo que (15.60)
implica em (15.61) e (15.62) é um pouco mais complicada, ¢ feita por reducdo ao absurdo
e ndo sera abordada aqui.

2 O Problema Estatico da Teoria da Plasticidade

2.1 O Problema Quase-estéatico

Supondo-se que as forgas voliimicas b e as condi¢des de contorno ¢ e % sejam variaveis no tempo
pode-se formular, para cada instante ¢t € (to, tr ), um problema quase-estatico cujas equagdes sao

E =Sym(Vu) emV,
t=Tn emV,

divl'+b=0 emV,
T—T" emV, (15.67)

u=u emS, e

t=t emy,.

Observagéo 15.7

Em (15.67) falta a equagdo constitutiva elastopldstica, que ndo € possivel ser explicitada na forma
da elasticidade, mas apenas na seguinte forma tangente

De | se F<Oouse F=0eF <0

o = ) (15.68)
D%, seF=0eF =0
2.2 O Problema Tangente da Teoria da Plasticidade
Associado ao problema quase-estatico (15.67) estd o seguinte problema tangente
E =Sym(Va), emV,
t = Tn, em V,
divT +b = o, emYV,
(15.69)

T = TT, em V,
w=u, em§S,,
t = t;, em S, .
(15.68) e (15.69) constituem-se no problema tangente da Teoria da Plasticidade.

Observacéo 15.8

O problema tangente ndo ¢ linear por causa de (15.68).

348



Observacao 15.9: Teoremas de trabalhos virtuais

a) Uma condic¢ao necessaria e suficiente para que as equacdes de equilibrio de (15.67) sejam
satisfeitas € dada pelo teorema dos trabalhos virtuais, ou seja,

. ¥ . — . E:O
fvb SudV + j;tt SudS fVT SEAV , Véu € HE=O(V). (15.70)
b) Utilizando-se a notagdo vetorial para as tensoes e deformagdes, tem-se no lugar de (15.70)
. T . — . E=0
fvb (‘5udV+fStt SudS fva sedV, Yéue HE=O(V). (15.71)

¢) De forma analoga, uma condi¢ao necessaria e suficiente para que as equagoes de equilibrio
tangente de (15.69) sejam satisfeitas ¢ dada por

A . ;. — r . E=0
fvb 6udV-|—j;tt SudS fva SedV, Voue HEOV). (15.72)

(15.72) é a formulagdo variacional do problema tangente.

3 Analise Limite para Carregamentos Proporcionais

A Analise Limite ¢ uma das principais aplica¢des praticas da Teoria da Plasticidade. Apresenta-se
nesta secdo uma introducdo a analise limite de solidos e estruturas sob carregamentos proporcionais.
O objetivo da Andlise Limite para Carregamentos Proporcionais ¢ determinar diretamente o carre-
gamento de colapso plastico de um so6lido ou estrutura.
Definigdo 15.20: Notagao
Por simplicidade, adota-se a seguinte notagdo

(o,6e) = fvcr SedV e

~ (15.73)
<p,5u>:fvb-5udv+Lt-5uds,

onde p representa o conjunto dos esforcos externos b e t . Com esta notagdo, tem-se no lugar de
(15.71) e (15.72)

(p,bu) = (o,6e), Yéuec HE"(V), (15.74)

(p,bu) = (d,6e), Yéue HE"(V), (15.75)

respectivamente.

Defini¢édo 15.21: Carregamento proporcional

Chama-se carregamento proporcional ao carregamento superficial e volimico aplicado ao longo do
tempo de modo que

p(t) =~y () po, (15.76)
onde v : (ty,00) — R é uma fung@o monotdnica tal que v(¢y) = 0 e~y (t) > 0. t, é o instante
inicial de carregamento.
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3.1 Colapso plastico sob carregamento proporcional

Defini¢éo 15.22

Um solido, ou estrutura, feito de material elastoplastico sofre um colapso plastico sob carregamen-
to proporcional se durante o processo de carregamento ndo for mais possivel elevar o fator de car-
regamento 7y .

Propriedade 15.2: Condic&o de colapso plastico
Introduzindo-se o carregamento proporcional em (15.75), tem-se
A {pg,ou) = (,6e), Yoéu e HFO(V), (15.77)
Logo,
(6,6e) =0, Véuec H=OW), (15.78)
¢ a condicao de colapso pléastico sob carregamento proporcional.

Propriedade 15.3: Inexisténcia de taxas de deformacdes elasticas no colapso plastico

Supondo-se valido o principio da maxima dissipagao plastica de von Mises ¢ adotando-se material
elastico perfeitamente plastico, um resultado importante € que, no colapso plastico sob carregamen-
to proporcional, s6 existem taxas de deformagdes plasticas no solido, isto ¢, no colapso plastico

=0 emV. (15.79)

E’@

Para se verificar isto, considere-se (15.78) com de igual a taxa de deformacgdo real no momento do
colapso. Assim

(g,e)=0. (15.80)
Como 0 = Defee =€° + &7, tem-se
(0,6)y=(De )+ (a,el). (15.81)
Mas
66" =dn-0d =aF =0. (15.82)
Logo
(0,€) = (D E”). (15.83)

Como D ¢ positiva definida conclui-se de (15.80) e (15.83) que €° = o em V no colapso plastico.
Isto significa que, no momento do colapso plastico, as deformacdes elasticas ndo precisam ser con-
sideradas.

3.2 Teorema Estatico

Seja o, um campo de tensdes em equilibrio com o carregamento externo 7,p, isto ¢, seja um
campo de tensdes tal que

Ve (Po,bu) = (o,,0e), Youe M=(V). (15.84)

Diz-se que o campo o, ¢ estaticamente admissivel. Suponha-se, além disso, que este campo seja
plasticamente admissivel, isto é

F(o,)<0 emV. (15.85)
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Seja o, o campo de tensdes em equilibrio com o carregamento externo correspondente ao colapso
plastico dado por 7, p, , isto &, o campo de tensdes tal que

Yu{Po,0u) = (0o,,6e), Voue WE:O (V). (15.86)

Fazendo-se em (15.84) e (15.86) ée =€, ¢ éu = u,, onde €, e u, sdo os campos de taxa de
deformacao plastica e de velocidades reais no colapso plastico, de (15.84), (15.86) e (15.60) vem

’7(3<p07'l'l'u> = <0-(37éu> < <0-u7éu> = ’YTL(vauu . (1587)
Logo
Ye € Y- (15.88)

Observacéao 15.10
Este teorema ¢é conhecido também pelo nome de Teorema do Limite Inferior.

Observagéo 15.11: Coroléarios

O teorema estatico tem diversos coroldrios de grande importancia pratica. Lista-se abaixo alguns.
e Se uma estrutura for dimensionada supondo-se material elastico linear para um fator de
carregamento 7, , entdo vy, > 7., ou seja, ela foi dimensionada a favor da seguranca.

e Se material sem peso for adicionado a uma estrutura, o fator de carregamento de colapso
plastico ndo ¢ diminuido.

e De todos os campos de tensdo estatica e plasticamente admissivel possiveis, o que real-
mente ocorre no colapso plastico maximiza -, .

Observacéo 15.12

Qualquer campo de tensao estatica e plasticamente admissivel serve para dimensionar uma estrutura
a favor da seguranca. Este fato justifica diversas técnicas de detalhamento de estruturas como divi-
dir forgas igualmente entre parafusos em ligacdes de estruturas metalicas ou utilizar o célculo elas-
tico para dimensionar estruturas de concreto no estado limite ultimo de colapso plastico.

Exemplo 15.4: Sapata continua sobre solo puramente coesivo

Considere-se a sapata continua da Figura 15.3 com largurab, sujeita a um carregamento vertical
linear Fj e apoiada sobre um solo puramente coesivo que pode ser modelado pelo critério de Tresca

com coesdoc.

J b I3
| o ' |83 ' [
a ! l : |e

Figura 15.3: Sapata continua
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Na mesma figura construiu-se um campo de tensdes plastica e estaticamente admissivel o, , forma-

do por duas regides: (1) uma coluna vertical exatamente sob a sapata e (2) a regido restante do espa-
¢o semi-infinito. O campo ¢ estaticamente admissivel na auséncia de forcas voliimicas porque um
campo homogéneo satisfaz a equagdo local do equilibrio nestas condigdes. Note-se também que o
campo satisfaz o equilibrio na interface com a atmosfera, assim como na interface interna entre as
duas regides. O campo de tensdes mostrado na mesma figura também satisfaz o critério de plastifi-
cacdo de Tresca porque em todas as regioes tem-se o; — g3 < 2¢. Do equilibrio na interface com a

sapata tem-se

%% =4c, (15.89)
donde
o= <, (15.90)
B

O valor exato de v, , obtido por Prandtl na década de 30 e, posteriormente, por Hill na década de
40, ¢
be

be
= (2 — ~ H,14—. 1.91
= 2my ~ By (1.91)

Observacéo 15.13

O teorema estatico tem motivado a criagdo de diversos métodos simplificados de dimensionamento
de estruturas como o método das escoras e dos tirantes ¢ o método das faixas para lajes, ambos
formulados para estruturas de concreto.

Exemplo 15.5: Consolo curto de concreto armado

Para se exemplificar o método das escoras e dos tirantes, considere-se o consolo curto de concreto
armado de altura A, comprimento a ¢ profundidade c, sujeito ao carregamento vertical F, cuja

excentricidade € e, conforme a Figura 15.4.

e

[ Ps
|

O S T

st

Figura 15.4: Consolo curto de concreto armado

O campo de tensoes estaticamente admissivel ¢ formado por um tirante horizontal de aco na parte
superior do consolo e por uma biela (escora inclinada) comprimida de concreto. Para o capo de ten-
soes estar em equilibrio, basta que a trelica simples indicada na mesma figura seja resolvida. As
forgas no aco e no concreto sdo dadas respectivamente por
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2 2
Ro=7 o Ro=q T (192

onde d < h ¢ a altura util da biela, como indicada na Figura 15.4. Para que o campo de tensodes seja
plasticamente admissivel € necessario que a area da se¢do transversal do tirante de aco e da biela de
concreto obedecam a

R
A;Z_S
Tk

respectivamente, onde f, é a resisténcia a tracdo do ago do tirante ¢ f. ¢ a resisténcia a compressao

e A > % (1.93)

do concreto da biela. Se b for a largura da biela, tem-se de respeitar

> A (1.94)

c
Por outro lado, se ja se conhecem todas as dimensdes e as resisténcias dos materiais do consolo,
entao

fAd  fbed }5 . (1.95)

¥, = min ,
i PO@ Po\/€2+d2

Exemplo 15.6: Laje retangular
A equagio do equilibrio local de uma placa na Teoria de Lagrange-Kirchhoff ¢ dada por

0*M, o’M,, O*M
8:52” 2 6$83/J * (91/2y P (1.5

onde p € o carregamento distribuido vertical, M, ¢ o momento fletor por unidade de comprimento

em segdes transversais ortogonais ao eixo z, M, € o momento fletor por unidade de comprimento
em segdes transversais ortogonais ao eixo y ¢ M,, € o momento torgor por unidade de comprimen-
to em se¢des transversais ortogonais aos eixos z e y . Fazendo-se, por hipotese,

M, =0, (1.97)

conclui-se que os campos M, e M, que satisfazem as seguintes equagdes diferenciais

O’M O’M,
z = T c —1 = I 198
52 Dy 0, Dy (1.98)
com
Pyt Dy =17, (1.99)

sdo estaticamente admissiveis, pois respeitam (1.96). As equagdes (1.98) sdo as equagdes de equili-
brio de vigas ao logo dos eixos = e ¥y, respectivamente.

O método das faixas para lajes consiste em substituir a laje por faixas que representam vigas nas
dire¢des r € y, com carregamentos p, € p,, cuja soma resulta no carregamento transversal total.

Para exemplifica-lo, considere-se a laje retangular da Figura 15.5, cujo comprimento na dire¢do z ¢
a enadire¢do y € b, e que esta submetida ao carregamento uniformemente distribuido p,.
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Figura 15.5: Laje retangular

A laje da Figura 15.5 pode ser dimensionada por meio de duas vigas ao longo de = ¢ y, com os
carregamentos p, = (1 —a)v.py € p, = av.py, respectivamente, conforme indicado na mesma
figura. Logo, os momentos maximos destas duas vigas sdo

2 b2

a
My =(=a)yepog € My =avepog - (1.100)

Para que estes momentos sejam plasticamente admissiveis, eles t€ém de satisfazer os seguintes limi-
tes

My, <m, e M, <m,, (1.101)

onde m, e m, sdo os momentos Maximos que as se¢des transversais podem resistir. Note-se que o

projetista tem a liberdade de fixar o valor de o, com 0 < o <1, de modo a conseguir um resulta-
do mais econdmico. Caso ele adote o = 0 a laje sera armada somente na dire¢do x e caso ele ado-
2

. . - a . g
te « = 1 alaje serd armada somente na dire¢do y . Caso ele adote o = Z a laje sera dimen-

a?

sionada para momentos iguais em ambas as dire¢des. Por outro lado, se a laje ja tiver a armadura
dimensionada, entdo

=8 nax @ I (1.102)
e T po 0=a<t | (L —a)m, am, | ~ T '

Em (1.102) deve-se procurar o valor de o que leva ao maior valor de 7, , para que se tenha o mai-
or, e melhor, limite inferior de v, .
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Figura 15.6: Método das faixas para uma laje quadrada

As lajes podem ser subdivididas em faixas com o objetivo de se conseguir uma maior economia,
como mostrado na Figura 15.6 para uma laje quadrada de ladoa .

Observagéo 15.14: A questéo da ductilidade

Cabe, no entanto, uma observagdo fundamental. O teorema estatico ¢ valido dentro das hipoteses
adotadas que, além da validade do Principio da Méxima Dissipacdo Plastica, sdo a Linearidade
Geométrica e a ductilidade infinita, ou seja, que as deformagdes, rotagdes, deslocamentos sdo pe-
quenas e que ndo haja limite para as deformagdes plasticas. Se qualquer destas hipdteses ndo se
verificar, a aplicagdo do teorema fica limitada. No caso de estruturas de concreto, a ductilidade tem
que ser garantida por um detalhamento adequado da armadura. No caso de estruturas metalicas ela ¢
garantida por uma escolha adequada de material.

Observacéo 15.15

Nao tem sentido, pois, utilizar a Analise Limite juntamente com a Andlise de Estabilidade, a qual
exige sempre a Nao-linearidade Geométrica. O colapso pléastico pode representar a perda de estabi-
lidade do so6lido ou estrutura, mas pode também representar apenas um crescimento intenso, nem
sempre abrupto, das deformacdes sem perda da estabilidade. Em lajes de concreto, por exemplo,
apoés o colapso plastico a laje passa a apresentar deslocamentos transversais maiores e, se as condi-
¢oes de apoio permitirem, ela entra em regime de membrana e pode ainda suportar grandes aumen-
tos do carregamento sem perda da estabilidade.

3.3 Teorema Cinematico

Seja o, um campo de tensdes que, em conjunto com o carregamento externo -y,.py, satisfaca a se-
guinte condi¢do

Ye (Do, e ) = (O €. ), (15.103)

onde €. ¢ u, sao campos de taxa de deformacdo plastica e de velocidades compativeis entre si, isto
¢, €. ¢ derivado a partir do campo w, . Diz-se, entdo, que estes campos sdo Cinematicamente admis-
siveis. Estes campos definem o modo de colapso pléstico. Suponha-se, além disso, que o campo o,
satisfaca (15.60), ou seja
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DY (o.€. )= maﬁch (1,€,). (15.104)
TE
Diz-se entdo que os campos o, € €, sdo plasticamente admissiveis.

Seja o, o campo de tensdes em equilibrio com o carregamento externo correspondente ao colapso
plastico dado por ~,p, , isto &, o campo de tensdes tal que

Yu(Do,bu) = (o,,6e), Vou e W"=(V). (15.105)
Fazendo-se em (15.105) e = €, ¢ du = u,, de (15.105), (15.103) ¢ (15.104) vem
Yu {Pos ) = (T ,€.) <(T,E.) = Ve (Do, ) - (15.106)
Logo
Yu S Ve - (15.107)

Observacéo 15.16

(15.103) ndo supde que o carregamento externo e o campo de tensdes estejam em equilibrio, uma
vez que (15.103) ndo ¢ formulado para todos os campos de taxa de deformacdo e de velocidades
possiveis.

Observagéo 15.17
Este teorema ¢ conhecido também pelo nome de Teorema do Limite Superior.

Observagéo 15.18

A condicdo mais dificil de ser respeitada nas aplicagdes deste teorema ¢é (15.104).

Observacéo 15.19: Coroléarios

O teorema acima tem diversos coroldrios de grande importancia pratica como os seguintes.

e Se uma estrutura for dimensionada supondo um modo de colapso plastico para um fator de
carregamento 7y, de forma consistente com o teorema acima, entdo necessariamente tem-se
Yo < 7. ( dimensionamento contra a seguranga!)

e De todos os modos possiveis de colapso, o que realmente ocorre no colapso plastico mini-
miza~y, .

e Se, para um suposto modo de colapso, o limite superior calculado for igual ao limite infe-
rior calculado para um campo de tensdes estatica e plasticamente admissiveis segundo o
teorema estatico, entdo tanto o modo de colapso assim como o campo de tensdes sdo os re-
ais do colapso plastico e os limites calculados sdo iguais ao fator de colapso plastico real.

Observagéo 15.20

Este teorema tem motivado a criagdo de diversos métodos simplificados de calculo de estruturas
como o método das rétulas plasticas e o método das charneiras plasticas ou das linhas de ruptura
para lajes. Esta classe de métodos, no entanto, t€ém caido gradativamente em desuso em favor dos
métodos criados com o auxilio do Teorema Estatico.

Exemplo 15.7: Sapata corrida sobre solo puramente coesivo

Para exemplificar o teorema cinematico, considere-se a sapata do Exemplo 15.7 e 0o modo de colap-
so mostrado na Figura 15.7.

356



b

.[ |F

WITLSSS) '
-
[/

Figura 15.7: Modo de colapso da sapata corrida

Nele, o colapso realiza-se por um movimento de rotagdo de um semicirculo rigido de raio b em
torno do centro de rotagdao posicionado no pé da sapata. Toda a deformacao plastica concentra-se
numa faixa de espessura ¢ ao longo do perimetro b do semicirculo. A dissipagdo plastica que
ocorre através desta pequena faixa ¢ dada por 7y, onde ¥ ¢ a taxa de cisalhamento no material da

faixa. Supondo-se que a velocidade tangencial na faixa varie linearmente entre o valor 0 na parte
externa junto ao macigo até o valor wb junto ao semicirculo, onde w ¢ a velocidade angular do
semicirculo rigido, e admitindo-se que o material obedeca o Critério de Tresca com coesdoc, tem-

L. e . . , wb .
se que a maxima dissipagao plastica na faixa, por unidade de volume, ¢ dada por CT . Logo, a dis-

sipacdo plastica total ¢ dada por chbwbt = wrb®c, que é o lado direito de (15.103). O lado esquer-

do de (15.103), que ¢ a poténcia do esfor¢o externo, ¢ dado pelo produto da carga pela velocidade

do seu ponto de aplicagdo, ou seja, por %Powg. De (15.103) decorre entdo

Y, :27rb—cm 6,28b—62'yu . (1.108)
F 0

Este ¢ um limite superior para o fator de colapso plastico. (15.90) e (1.108) fornecem o seguinte
intervalo para o fator real de colapso

be be
4—< < 6,28—. 1.109
PO f— 71L f— Y PO ( )

Exemplos 15.8: Consolo curto de concreto armado

Considere-se o consolo curto do Exemplo 15.5 ¢ o modo de colapso da Figura 15.8.
—

r | ¥

'-“m—-u

Figura 15.8: Modo de colapso do consolo curto
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Nele, supde-se a formagao de uma fissura vertical junto a face do pilar e a rotagdo como corpo rigi-
do do consolo em torno do ponto C' com velocidade angular w . A velocidade no tirante de ago ¢
dada por wd , onde d ¢ a altura util do consolo. A maxima dissipacao plastica no tirante ¢ dada pelo
produto da maxima forca R, = f,A, por wd, ou seja por f,A.wd, enquanto que a poténcia do es-

forgo externo € dada por ,Fywe. Logo, de (15.103) vem

. = —ﬁ];:‘;d > 5, - (1.110)
De acordo com (1.95), se fA, < _Jibee , entdo
e’ + d?
FAD
Te= % =7 = B2 (1

Neste caso, 0 modo de colapso suposto e o campo de tensdes suposto sdo os reais e os limites infe-
rior e superior calculados coincidem com o fator real de colapso plastico.

Observagéo 15.21

Existem métodos aproximados de calculo que utilizam conceitos da Teoria da Plasticidade, mas que
ndo utilizam consistentemente as hipdteses dos Teoremas da Analise Limite. Na Mecénica dos So-
los, o Método do Equilibrio Limite faz parte desta classe de métodos, cujo membro mais conhecido
talvez seja o método do circulo sueco para analise da estabilidade de taludes. Nestes métodos a
condicdo (15.104) ¢é freqlientemente desrespeitada, pois a maxima dissipag@o plastica exige que,
para materiais que obedegam o Critério de Mohr-Coulomb, o modo de colapso se realize por meio
de curvas ndo circulares (para materiais que obedecam o Critério de Mohr-Coulomb a curva precisa
ser uma espiral logaritmica). Fatores de colapso plastico obtidos com estes métodos ndo represen-
tam limites nem inferior, nem tampouco superior, do fator real de colapso pléstico.

Observagéo 15.22

O colapso plastico pode também ocorrer sob carregamentos nao-proporcionais. Para carregamentos
ndo-proporcionais existem outros dois tipos de colapso: o colapso por reversio da plasticidade ¢ o
colapso plastico incremental. O primeiro ocorre quando em algum ponto da estrutura ocorre repeti-
damente plasticidade na tracdo e na compressao, ja o segundo ocorre quando a estrutura acumula
indefinidamente deformagdes plasticas ao longo do carregamento. Existem teoremas especificos de
Analise Limite para carregamentos ndo-proporcionais. Estes teoremas sdo importantes para estrutu-
ras mecanicas sujeitas a carregamentos termomecanicos variaveis com diversas origens.

Exercicios 15.1

a) Deduza a matriz dos mddulos elasto-plasticos de rigidez tangente para um material que o-
bedega o Critério de Drucker-Prager.

b) Encontre um campo de momentos estaticamente e plasticamente admissivel para uma laje
quadrada de lado a e com um orificio quadrado de lado % em um de seus cantos.

¢) Encontre um limite inferior e um limite superior para o fator de colapso plastico de um

bloco de funda¢do sob um pilar de concreto armado de altura h = % ,onde b ¢ a distan-

cia entre eixos das duas estacas.
d) Refaca o Exemplo 15.7 com o centro de rotacdo a uma altura h sobre o pé da sapata. De-
termine o valor de h para o minimo fator de colapso pléstico e comente.
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16

Introducéo a Teoria da

Viscoelasticidade

Este Capitulo restringe-se a Teoria Linear da Viscoelasticidade. A Teoria da Viscoelasticidade é
muito importante para se descrever o comportamento das deformagdes ao longo do tempo em mate-
riais como o concreto, metais, madeira e plasticos.

1 Modelos Uniaxiais

1.1  Modelo de trés parametros

Considere-se 0 modelo viscoeldstico linear de trés parametros que esta representado na Figura 16.1.
Este modelo associa em série um modelo elastico e um modelo de Kelvin-Voigt. A deformagao
total ¢ dada por

e=¢e"+¢", (16.1)

onde € ¢ a deformag@o no modelo elastico e €” ¢ a deformacdo no modelo de Kelvin-Voigt. Deri-
vando-se (16.1) no tempo, tem-se

E=E 4 v, (16.2)

— A

—
| L

Figura 16.1: Modelo viscoelastico de trés parametros
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As equagdes constitutivas do modelo elastico e do modelo de Kelvin-Voigt sdo

g = E()f:fe (] g = Elcfv + Thév N (163)
respectivamente, onde £, ¢ o mdodulo de elasticidade do modelo elastico e F; e 7; s@o o mddulo
de elasticidade e a viscosidade do modelo de Kelvin-Voigt. De (16.1), (16.2) e (16.3),;, tem-se

o o

5”:5—E—0 e é”:é—E—O. (16.4)
Introduzindo-se (16.4) em (16.3),, obtém-se a seguinte equagdo diferencial
oo th E0é+EOE15. (16.5)
m m

1.2  Funcéao de fluéncia e de relaxacdo

Definicdo 16.1: Funcéo degrau unitario de Heaviside®
A fungao descontinua H : R — R dada por
0, set<0, e
H(t) = 1, set>0. (16.6)
(16.6) ¢é conhecida como a fungdo degrau unitério de Heaviside, e esta ilustrada no grafico da
Figura 16.2.

4 H{t)

P —_—

Figura 16.2: Funcéo degrau unitario de Heaviside

1.2.1 Ensaio de fluéncia
O ensaio de tensao controlada com a tensao dada por
0, parat<O0,e
o= oy, parat >0, (167
¢ denominado ensaio de fluéncia. Note-se que o carregamento de (16.7) pode ser descrito por

o(t)y=H((t)oy . (16.8)

Definigdo 16.2: Funcao de fluéncia

Em um ensaio de fluéncia, tem-se de (16.5) a seguinte equacdo diferencial ordinaria

8 Oliver Heaviside (1850-1925)
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Eye +
™m
cuja solugao, parat > 0, com a condigdo inicial

_ %0
5(0)_-5%,
é
E,
1 1 ——t
e(t) = oy —EO+—E1 l—e ™ ]

(16.11) pode ser escrita como
e(t)y=J(t)oy,
onde J (t) ¢ afuncdo de fluéncia dada por

_h
i+i 1—e 7I1t

J()=H() 7 T E

Observagéo 16.1

A funcdo de fluéncia pode ser facilmente obtida em ensaios com tensdo constante.

éncia (16.13) esta representada na Figura 16.3.

b J(+)

Figura 16.3: Funcéo de Fluéncia

Definicao 16.3: Mddulo de elasticidade aparente na fluéncia

Pode-se também definir o modulo de elasticidade aparente na fluéncia como

1
E(t)—m.

Observagéo 16.2

Note-se que

E(0 E E E EOEl
¢ )= Loy = .
(0) 0 € o0 EO El

Observacéo 16.3

Num ensaio de fluéncia, com a tensao dada por (16.7), tem-se, portanto,
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Observacéo 16.4
Veja-se que (16.14) e (16.16) valem somente parat > 0.

Observacéo 16.5
Imagine-se, agora, que o ensaio de tensao controlada seja dado por
0, parat<ty,e
U:{O'O, parat > &, .

Com a ajuda de (16.6), pode-se também expressar este carregamento por

oc(t)=H((t—ty)o, .
Da mesma forma, as deformacdes sdo dadas por

e(t)y=J(t—ty)og,
onde J ¢ dada por (16.13).

1.2.2 Ensaio de relaxacdo
O ensaio de deformacao controlada com deformacao dada por
0, parat<O0,e
8:{50, parat > 0,

¢ denominado ensaio de relaxagao.

Definigédo 16.4: Funcéo de relaxacéo

Em um ensaio de relaxagdo, tem-se de (16.5) a seguinte EDO
Ey,+ F EyFE
0+ o — Dot

o =+ 0>
™ m
cuja solucdo, com a condicao inicial
oy = Eggo
é
o(t)=J (t)e ,
onde
Ey+E,
* E, -t
J W =HW)E)l————|1—¢
() (t)Ey By + B, ]

¢ a funcéo de relaxacao.

Observacéo 16.6

(16.24) esta representada graficamente na Figura 16.4.

Definicao 16.5: Mddulo de elasticidade aparente na relaxacao
Pode-se também definir o moédulo de elasticidade aparente na relaxagéo como
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E (t)=J (1), (16.25)

de modo que num ensaio de relaxacdo, com a deformacao dada por (16.20), tem-se
o(t)=E (t)e, (16.26)

em qualquer instante? .

Iy J,(i‘.’l

Figura 16.4: Funcéo de Relaxacéo

1.3 Formulacao integral

1.3.1 Ensaio com tensdo aplicada em degraus

Considere-se, agora, um ensaio de tensdo controlada com um carregamento aplicado em degraus
dado por

0, set <t
Aoy, set; <t <t,
Aoy + Aoy, sety <t<ty,
o =140, + Aoy + Ao, sety <t <ty, (16.27)
n
ZAai, set, <t.
i=1

Este carregamento esté ilustrado na Figura 16.5.
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Figura 16.5: Carregamento em degraus

Com a ajuda de (16.6), ele pode ser sintetizado por

o(t)=>Y AcH(t—1). (16.28)
i=1
Generalizando-se (16.19), e considerando-se a superposicdo dos efeitos, as deformagdes decorrentes
de (16.28) sdao dadas por

e(t)=>Y J(t—t)Ao; . (16.29)

i=1

1.3.2 Formulacéo integral sob tensdo controlada

Considere-se o carregamento continuo a partir de ¢ = ¢, dado poro (¢), conforme a Figura 16.6

| 6(¢)

Figura 16.6: Carregamento continuo

Considerando-se que o incremento de carregamento no instante 7 pode ser dado por

~

do = d—U(T)dT , (16.30)
dr

conclui-se que o efeito deste incremento na deformacao no instante ¢ > 7 ¢
df—::J(t—T)Z—U(TMT, t>T. (16.31)
T
Integrando-se (16.31), obtém-se

(1) = f;J(t—ﬂZ—‘;de. (16.32)
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(16.32) ¢ conhecida como integral hereditéria da fluéncia. Esta nomenclatura foi cunhada por Vol-
terra®.

1.3.3 Formulacéo integral sob deformacéo controlada
Considere-se o carregamento continuo a partir de ¢ = ¢, dado poré(t). A contrapartida de (16.32)
é
O’(t)—ftj*(t—T)d—é(T)dT (16.33)
Jy dr ' )
(16.33) ¢ conhecida como integral hereditéria da relaxagao.

Observagéo 16.7

Os resultados acima em termos das func¢des de fluéncia e relaxagdo foram deduzidos apenas supon-
do a superposi¢do dos efeitos e valem para qualquer modelo viscoelastico regido por uma equagio
diferencial ordinaria linear. Estes modelos sdo chamados de viscoelasticos lineares. Na pratica estes
modelos tém grande importancia, pois a funcdo de fluéncia ¢ facilmente medida enquanto que a
determina¢do do modelo diferencial é bem mais dificil.

1.4 Envelhecimento

Imagine-se, agora, que os parametros de um modelo viscoelastico sejam dependentes do tempo.
Modelos assim sdo chamados de modelos viscoelasticos com envelhecimento e continuam sendo
regidos por equagdes diferenciais ordinarias lineares e, portanto, a superposicdo dos efeitos continua
valendo.

Observagéo 16.8
A propriedade da superposi¢ao dos efeitos tipica da viscoelasticidade linear, no caso do concreto, ¢
conhecida como hipétese de McHenry®®.

1.4.1 Formulacéo integral da viscoelasticidade linear com envelhecimento

Para modelos com envelhecimento, em vez de se trabalhar com a equagdo diferencial, ¢ usual pos-
tular-se diretamente uma funcdo de fluénciaJ : R x R — R, de tal forma que, para um carrega-
mento dado por (16.18) a deformacdo ¢ dada por

e(t) = J (ot —ty)oy , (16.34)
onde (|, ¢ a idade do concreto no instantet,.(,, por sua vez, ¢ expressa por
o=t —t, (16.35)
onde ¢, ¢ o instante de concretagem. Definindo-se idade do concreto no instante ¢ como
(=t—t,., (16.36)
verifica-se que
t—1ty =(—¢ (16.37)
e (16.34) torna-se
e(t) =J((y,¢ —C(p)og - (16.38)

8 Vito Volterra (1860-1940)
8 McHenry, D. "A new aspect of creep in concrete and its applications to design." Proc. ASTM, Vol. 43, 1943.
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Da mesma forma, para um carregamento dado por ¢ (¢) da Figura 16.6 a deformagdo ¢ expressa
por

~

t
5(t):j; J(T—Q,lﬁ—T)j—i(T)dT. (16.39)
0

Observagdo 16.9: Decomposicao aditiva da fungdo de fluéncia

E comum expressar-se a fungdo de fluéncia do concreto com envelhecimento da seguinte forma
1
J(Got —ty) = -+ H(t —1)C(Go,t —1o) (16.40)
0

Em (16.40) a parcela elastica, representada por EL ficou separada da parcela viscosa.
0

Exemplos 16.1
a) Veja que, para o material sem envelhecimento com func¢do de fluéncia dada por (16.13),
tem-se
B
—ZL(t—ty)
Cllot—t)) = —f1—em " ] (16.41)
Ey

b) O U.S. Bureau of Reclamation propde por exemplo

Co

onde a e b sdo constantes do material.
¢) Uma cadeia em série de modelos Kelvin fornece, conforme o Capitulo 9,

"1 ~Eiity)

C(Co»t—to):ZE[l—e g ] (16.43)

=1 i
Normalmente n = 3 ¢ suficiente para modelar-se os resultados experimentais. No entanto,
(16.43) nao tem envelhecimento.

d) Dischinger®® propos

1 1
C(Cort—ty) = Ae 67 [1 _ e‘ﬁ(t_t‘”] , (16.44)
onde A e # sdo constantes do material. (16.44) tem a seguinte propriedade
_lc _lc
C (ot —ty) = A[e 0" _ e 0 ] (16.45)

que pode ser demonstrada com a ajuda de (16.36).
e¢) Pimentae Santos®’ propuseram em 2000 a seguinte funcao

1 n
C(Cost —ty) = E_OZ
i—1

1 1
—3¢ — (1)
A + Bie “][1—e 6" ] (16.46)

8 Franz Dischinger (1887-1953)
8 P M.Pimenta & H.C. dos Santos: “Analise e retro-analise de estruturas de concreto sujeitas a deformagio lenta”, IV
Simpodsio EPUSP sobre Estruturas de Concreto, Sdo Paulo, 2000.
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onde A;, B; e 0;,7 = 1,2...n, sdo constantes do material. (16.46) tem diversas vantagens

teoricas, experimentais e praticas. Ela normalmente aproxima qualquer resultado experi-
mental com muita precisdo paran < 6. O material geral descrito por (16.46) ¢ uma genera-
lizagdo de (16.43) e (16.44).

Definigdo 16.6: Indice de fluéncia

E usual também expressar-se J ((,t — ;) da seguinte forma

1
J(Cort —ty) = —
onde a fungdo ¢ ((y,t — t,) ¢ conhecida como indice de fluéncia.

(14 H(t— 1) e (Cot — )], (16.47)

Observacéo 16.10
Logo, tem-se também que
@ (ot —ty) = EoC (Co,t — ) - (16.48)

Exemplos 16.2

e Veja que, para o material sem envelhecimento com fung¢do de fluéncia dada pela equagdo
(16.13), tem-se

E,
E ——(t—t)
(Gt —tg)=—">1—e ™ ] (16.49)
£,
e Para o material geral com envelhecimento dado por (16.46), tem-se
n 1 1
—26 —(tty)
0(Cost —tg) = S| 4 + Be ® ”][1—e 6" ] (16.50)
i=1

Observagéo 16.11

Nas normas técnicas de estruturas de concreto ¢ comum utilizar-se Fy = FE.o5, isto é, o modulo de
elasticidade para a idade de 28 dias.

Definigdo 16.7: Deformacéo imediata

(16.40) pressupde, no entanto, que o envelhecimento nao afeta a elasticidade. Se este ndo for o caso,
a deformacdo “elastica” passa a ser denominada deformacdo imediata ¢ é dada pela seguinte ex-
pressao
: o(t)
e (t) = ——, (16.51)
E(¢)

onde E () ¢ o modulo de rigidez imediata na idade ¢ . Note-se que a terminologia elastica perdeu
o sentido, sendo melhor a terminologia imediata®.
Observagéo 16.12

Em normas técnicas de estruturas de concreto uma expressdo usual para £ (() ¢é

8 Algumas normas técnicas ainda utilizam a terminologia elastica, o que ¢ incorreto, pois a elasticidade nio pode ser
afetada pelo tempo.
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E(C) = Eyas % (16.52)

onde f,(() € aresisténcia a compressao na idade ( e f.og3 € a resisténcia a compressao na idade de
28 dias.

Exemplos 16.3

a) Num ensaio com a tensao expressa por (16.18) a deformacao passa a ser dada por

o(t)
e(t) = + H(t—1t)C((y,t —ty)oy - (16.53)
E(0) 0 0 0)00
b) Num ensaio com a tensdo expressa por (16.28) a deformagao passa a ser dada por
O'(t) n
e(t) = +Y H(t—t;)C(t; —t,t —t;) Ao, . (16.54)
EC) o
¢) Num ensaio com a tensdo expressa por ¢ (t) da Figura 16.6 a deformac@o passa a ser dada
por
o(?) t do
t) = —to,t —7)—dT . 16.55
e(t) MO+LC” ot =) (16.55)
Observagéo 16.13
Veja-se que
C(60,0) = ¢(6,0) =0, (16.56)

uma vez que deformagdes viscosas ndo podem ser imediatas. Infelizmente a condigdo (16.56) ndo ¢
obedecida por alguns indices de fluéncia dispostos em normas técnicas.

2 Equacdes Constitutivas Viscoelasticas Lineares

Os modelos viscoelasticos lineares podem ser generalizados para estados multiaxiais de tensdo e
deformacgdo. Imagine-se, por exemplo, um material viscoelastico em um ensaio de tensdo controla-
da com a tensdo dada por

T =T(t). (16.57)
Uma generalizagdo de (16.32) é
t dT
E(t) = t—T1)——md 16.58
(= [ Tt=nTcrdr, (16.58)

onde J ¢ o tensor de quarta ordem das funcdes de fluéncia. De forma analoga, uma generalizacdo
de (16.33) ¢

t o, ;
wa)::tﬁ J’(t—-¢)€%?<¢>dr, (16.59)

* r ~ ~ ~
onde J ¢ o tensor de quarta ordem das funcdes de relaxacdo. Note-se que no caso geral sdo neces-
sarias 21 fun¢des de fluéncia e de relaxacéo.
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2.1  Materiais viscoelasticos lineares isotropos

No caso de materiais isotropos as relagdes acima se simplificam. Para isso, lembre-se que, confor-
me o Capitulo 10, para um material elastico linear isétropo as equagdes constitutivas podem ser
dadas por

T° = 3KE®° e T*=2GE*, (16.60)

onde K e (G sdo os mddulos de compressibilidade e de cisalhamento, respectivamente, € 0s so-
brescritos e e a indicam as parcela esféricas e anti-esféricas dos tensores das tensdes e deforma-
¢oes. (16.58) pode ser entdo escrita como

~

aTe

t
Ee(t):fJe(t—T) T—mdr e
o T (16.61)
o (tra,, AT
E (t)_j;gj (t =) =—cdr.

Note-se que apenas duas fungoes de fluéncia, uma esférica e outra antiesférica, sdo necessarias.

2.2  Metais e polimeros

No caso de metais e de polimeros € usual supor-se que nao exista viscosidade para a relacdo entre as
componentes esféricas dos tensores das tensdes e das deformagdes, ou seja, que no lugar de (16.61)
possa-se usar

1 t dT?
B (1) = = T°(1) e Ea(t):j;UJa(t—T) -

(16.62) exige apenas a determinagdo de uma fun¢do de fluéncia(J?*).

(rdr . (16.62)

2.3 Concreto

Ja no caso do concreto uma simplificagdo muito utilizada ¢ obtida com a ajuda da equagao constitu-
tiva elastica linear para materiais isotropos escrita da seguinte forma

E = %ET, (16.63)
onde
C=014+v)Ij—vII. (16.64)
Uma generalizagao de (16.32) ¢ entdo
t —dT
E(t) = ﬁoj(t—T)CEm-)dT. (16.65)

onde J ¢ a fun¢ao de fluéncia para o ensaio uniaxial de tensoes. Diz-se entdo que a viscoelasticida-
de se processa com coeficiente de Poisson constante. Esta simplifica¢do é confirmada com razoavel
precisdo em ensaios com o concreto. Uma vantagem de (16.65) é que basta a determinacdo da fun-
¢do de fluéncia em ensaios uniaxiais para se descrever o comportamento multiaxial do material.
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3 Teoremas de Correspondéncia

3.1 Decomposi¢do do Problema Estatico
Conforme a Teoria Linear da Elasticidade todo problema estatico descrito por
E=17IsVu emV,

t=Tn emV,
divl'+b=0 emV,
T=T" emV, (16.66)

T=DE+T, emV,

u=u emJ$S,,

t=t emg9,,
pode ser decomposto nos dois problemas abaixo,
E =Sym(Vu), emV, E =Sym(Vu), emV,
t=Tn, emV, t=Tn, emV,
divT'+b=0, emV, divT =0, emV,
T=T" emV, e T=T" emV, (16.67)
T=DE+T,, emV, T=DE, emV,
u=o0, emS§S,, u=u, em§3,,
t=t, emS,, t=o0, emb,.

Os problemas de (16.67), uma vez resolvidos, podem ser superpostos. (16.67); ¢ um problema de
forgas impostas enquanto que (16.67), ¢ um problema de deslocamentos impostos.

3.2 Estruturas de Concreto

Considerando-se apenas materiais isotropos e solidos homogéneos, o problema (16.67); ¢ regido
pelas equacdes de Beltrami-Mitchell, dadas por

V2T + %W (divT) + %(divb)I +2Sym(Vb)=0, emV, (16.68)
v —v
enquanto que o problema (16.67); € regido pelas equacdes de Lamé-Navier, dadas por
V2u+1_12VV(divu) =0, emV. (16.69)

Observe-se que ambas equagdes ndo dependem do modulo de elasticidade, mas somente do coefici-
ente de Poisson. Isto significa que no problema (16.68) o campo das tensdes e que no problema
(16.69) os campos dos deslocamentos e das deformagdes ndo dependem do modulo de elasticidade.
Estes fatos facilitam a solug@o de problemas da teoria da viscoelasticidade para materiais como o
concreto, nos quais a viscoelasticidade se processa aproximadamente com coeficiente de Poisson
constante.
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3.2.1 Problema quase-estatico de esforgos impostos

Supondo-se, agora, que os carregamentos externos b e ¢, assim como os deslocamentos impostos
u , sejam dados por

b(t)=~()by emV,
t(t)=~v(t)t, emS, e (16.70)
u(t)=0 em)y9,,
onde
y(t)=H(t—t). (16.71)

Como, em um problema quase-estatico da Teoria Linear da Elasticidade para so6lidos isotropos e
homogéneos, o campo de tensdes ndo depende de F e como a viscoelasticidade com coeficiente de
Poisson constante afeta somente este paradmetro, pode-se concluir que o campo de tensdes ¢ dado
por

T(t)=~)Ty, (16.72)

onde Tj ¢ o campo de tensdes calculado através da Teoria Linear da Elasticidade para os carrega-
mentos b, e £, de (16.70) com qualquer médulo de elasticidade, inclusive com E = 1. Logo cada

ponto do sélido estard submetido a um carregamento dado por (16.72), ou seja, um carregamento
semelhante a de um ensaio de fluéncia. Assim pode-se concluir que as deformacdes serdo dadas por

E ) = J(Co,t —ty) Ey , (16.73)

onde E, sdo as deformacgdes calculadas pela Teoria Linear da Elasticidade para os carregamentos
b, ¢ t, de (16.70) com o modulo de elasticidade unitario £ = 1. Os deslocamentos seguem
(16.73) e serdo dados por

w(t) = J (o, t —ty)ug , (16.74)

onde u, sdo deslocamentos calculados pela Teoria Linear da Elasticidade para os carregamentos b,
e t, de (16.70) com o modulo de elasticidade unitario.

Exemplo 16.4: Viga em balango

Considere-se a viga em balango de concreto com um carregamento na extremidade mostrada na

Figura 16.7.
y '
|

a= Jalx)

Figura 16.7: Viga em balango

Suponha-se que a fun¢do de fluéncia do material seja dada por

1
J( ot —ty) = ==+ C (ot — 1) . 16.75
0 0 E(0) 0 0 ( )
Suponha-se, também, que o carregamento seja dado por v (t) F, com
yt)=H(t—-t)—H(t—t), (16.76)
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ou seja, que a viga seja carregada no instante ¢; ¢ descarregada no instante t,. Lembrando-se que o

deslocamento na extremidade da viga para um material elastico linear com modulo de elasticidade
3

e Py . C .
unitario ¢ dado por T pode-se concluir do raciocinio acima que o deslocamento na extremidade

da viga ao longo do tempo ¢ dado por

pe3
d(m_?H(t—tl)[

Pe? 1
——H(t—t)|—=————4+C(ty, —t,,t —1)].
s )| g+ O —tut 1)
Note-se que no instante ¢, logo apos o carregamento, ¢ observando-se (16.56), o deslocamento ¢

dado por

1

m—FC(H —75(;,75—751)]4'

(16.77)

P 1
d(t/ )= ————"—. 16.78
() =51 E(t —t,) (16.78)
No instante %, logo antes e logo apos o descarregamento, o deslocamento ¢ dado, respectivamente,
por
P 1
d(ty ) = +C(h =t —t)| e
3L LB (R — L) (16.79)
d(t) :P—K?)C(t —t.,t—t)
2 3[ 1 (63) 1) -
Figura 16.8: Deslocamento da extremidade da viga em balango
Um longo tempo apds o descarregamento (¢ = co), tem-se
P
d(oo>:3—I(C(t1—tc,oo)—0(t2—tc,oo)). (16.80)

Este deslocamento ¢ chamado de deslocamento viscoso irreversivel. O comportamento de d ao
longo do tempo pode ser qualitativamente visto na Figura 16.8: Deslocamento da extremidade da
viga em balanco.

3.2.2 Problema quase-estatico de deslocamentos impostos

Supondo-se, de forma similar, que os carregamentos externos b e t , assim como os deslocamentos
impostos %, sejam dados por
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b(t)=0 emV,
t(t)=0 emS, e (16.81)
u(t)=v{)uy emS,,
onde
y(t)=H(t—t). (16.82)

Como num problema quase-estatico da Teoria Linear da Elasticidade para s6lidos isotropos e ho-
mogéneos o campo de deformacdes e deslocamentos ndo depende de £ e como a viscoelasticidade
com coeficiente de Poisson constante afeta somente este parametro, pode-se concluir que estes cam-
pos sdo dados por

Et)y=vt)E;, e u(t)=~v{)ugy, (16.83)
onde E; e u, sdo calculado através da Teoria Linear da Elasticidade para os carregamentos de

(16.81) com qualquer modulo de elasticidade, inclusive, por exemplo, com £ = 1. Logo cada ponto
do solido estara submetido a um carregamento semelhante ao de um ensaio de relaxagdo. Assim
pode-se concluir que as tensdes serdo dadas por

onde T sdo as deformagdes calculadas pela Teoria Linear da Elasticidade para os carregamentos
de (16.81) com o modulo de elasticidade unitario, ou seja, £ = 1.

Observagéo 16.14

Os resultados acima podem ser generalizados para carregamentos em degrau ou continuos, como
feito na secdo anterior.

Exemplo 16.5: Recalque de viga hiperestatica

Considere-se a viga biengastada da Figura 16.9, que sofre um recalque d no instante ¢ . No instante
ty > t;, aplica-se com um macaco hidraulico um recalque em sentido oposto, anulando-o.

A

B ey
P

Figura 16.9: Recalque de viga biengastada
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Figura 16.10: Momento no engaste
Supondo-se que a funcdo de relaxagdo do material seja dada por (16.24), e sabendo-se que o mo-
mento fletor no engaste para uma viga eldstica com modulo de elasticidade unitario ¢ dado por

M =—- (16.85)
onde I ¢ o momento de inércia da secdo transversal da viga e £ é o seu vdo, conclui-se que 0 mo-
mento fletor no engaste da viga viscoelastica ao longo do tempo ¢ dado por

M(t)=‘1i2dw*<t—t1>—ﬁ<t—tz>]=

Ey+E,
———(t=t)
_ 62@”1{(7:—151) 1—% l—e m n (16.86)
Ey+E
6FyId E, e ()
- Ht—t)|1—-—20 |1—¢ m .
/2 ( 2) E, + B, € ”

Na Figura 16.10 mostra-se o comportamento deste momento ao longo do tempo.

Observagéo 16.15

Estes resultados sdo chamados de Teoremas de Correspondéncia, pois associam a solu¢do de um
problema da teoria da viscoelasticidade com um problema correspondente da Teoria da Elasticida-
de. Teoremas de Correspondéncia podem ser deduzidos também para o caso de isotropia ou mesmo
para o caso geral. Mas para isso € necessario recorrer a transformada de Laplace, ficando além dos
objetivos deste texto.

Observacéo 16.16

Para so6lidos heterogéneos, no entanto, ndo existem teoremas equivalentes. No caso de estruturas de
concreto os Teoremas de Correspondéncia acima dependem da validade da hipotese de coeficiente
de Poisson constante, de se desprezar a presenca da armadura ativa e passiva, de ndo haver fissura-
¢do e de todo o concreto ter sido fabricado na mesma data. Em casos gerais é necessaria uma solu-
¢do numérica ao longo do tempo com a ajuda de Métodos Numéricos de Integracdo de Sistemas de
Equagdes Diferenciais Ordinarias, conforme mostrado no Capitulo 4.

Exercicios 16.1

e Considere uma viga em balanco de comprimento ¢ e inércial . Suponha que o concreto
obedeca ao modelo dos trés pardmetros com
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Ey = 20.000MPa, E; = 40.000 MPa e ﬂ = 200dias.
Uit

e Faga o grafico do deslocamento na extremidade da viga em fun¢do do tempo, subme-
tendo a viga a uma carga na extremidade P no instante 10 dias e mantendo esta carga
por 90 dias para depois retira-la.

e Faga o mesmo supondo que

1
E(t) :20.000[1—e‘wt].

e Facga 0 mesmo para um material que obedega ao modelo de Dischinger de (16.44) com
A' = 40.000MPa e 6 = 200dias .
e Considere uma viga em balan¢o de comprimento ¢ ¢ inércial . Suponha que o concreto

obedec¢a ao modelo dos trés pardmetros com

E .
E, = 20.000MPa, E, = 40.000 MPa e 77—1 = 200dias.
1

e Faca o grafico do deslocamento na extremidade da viga em fun¢do do tempo, subme-
tendo a viga a um deslocamento na extremidade d no instante 10 dias e mantendo-o
por 90 dias para depois retira-lo.

e Faca o mesmo supondo que

1
E(t) :20.000[1—e%t}.

e Facga o mesmo para um material que obedeca o modelo de Dischinger de (16.44) com

A7' = 40.000MPa e 6 = 200dias.
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17

Introducéo a Teoria da
Estabilidade

Volta-se a considerar neste Capitulo a Nao-linearidade Geométrica. Este Capitulo restringe-se a
uma introducdo a Teoria da Estabilidade para sélidos e estruturas conservativas.

1 Estabilidade de Solidos Conservativos

1.1  Configuracéao de Equilibrio Estavel
A energia potencial de um so6lido conservativo foi definida no Capitulo 12 e ¢ dada por
Ucu> = Ugyy Cud> + Uy (> (17.1)

com as energias potenciais, interna e externa, dadas por

U (u> = fww oFcu>dV" e

Ui = fvr%(U)dvr —|—fsr’[/)s(u)dsr ,

respectivamente. Numa configuracdo de equilibrio o funcional da energia potencial tem um ponto
estacionario, fato este conhecido como teorema da energia potencial e também visto no Capitulo 12.
Portanto, numa configuragao de equilibrio descrita pelo campo de deslocamentos v, tem-se que

(17.2)

8U (ug,6u) =0, Yéu e HE=O (V). (17.3)
Num so6lido conservativo, a energia mecanica que ¢ dada por
E(uu)=Ucuw +T(u) (17.4)
conserva-se, onde
1 .. ..
T = fvrgp a-udV (17.5)

¢ a energia cinética. Logo F ¢ constante para solidos conservativos.

Considera-se que uma configuracdo de equilibrio de um sélido é estavel se pequenas perturbacdes
provocarem pequenos efeitos. Por pequenas perturbagdes entende-se a introducdo de pequenos des-
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locamentos e de pequenas velocidades. Normalmente estas pequenas perturbacdes sdo introduzidas
por pequenos impulsos, o que corresponde a fornecer ao s6lido uma pequena quantidade de energia
mecanica na forma de energia cinética. Logo, se na configuracdo de equilibrio a energia mecanica
do solido era dada por

E(ug,0) = U(uy), (17.6)
apos a perturbacao ela passa a ser dada por
E(u,uw)=U(uy)+1p , (17.7)

onde 7 ¢ a energia cinética fornecida ao so6lido a titulo de perturbagdo. Assim, ap6s a perturbacao,
o solido passa a realizar um movimento respeitando a seguinte lei de conservagao

Ucw +T(w)=U(uy)+Tp . (17.8)

1.1.1 Teorema de Lagrange-Dirichlet

Imagine agora que U tenha um minimo local estrito em . Logo

Ucu> > U(uy) (17.9)
numa vizinhanca de u,. Nesta mesma vizinhanga entao
T(u) < T (17.10)

por causa de (17.8). Conclui-se entdo que o solido tem o seu movimento restrito a uma vizinhanca
da configuracdo de equilibrio descrita por

U|U(U)<U(UO)+TQ, (1711)
ou seja, o solido ¢ estavel.

Portanto, uma condi¢do suficiente para que uma configuracdo de equilibrio de um sé6lido conserva-
tivo seja estavel ¢ que a segunda variacdo da energia potencial seja positivo-definida nesta configu-
ragdo. Este resultado ¢ conhecido como Teorema de Lagrange-Dirichlet.

1.1.2 Segunda Variacédo da Energia Potencial

A primeira variacao da energia potencial ¢ dada por

U (u,6u) f 21” SFAV" + f ‘%’V SudV" + f 95 . suds (17.12)

enquanto que a segunda variacao da energia poten01al ¢ dada por

0%y 0%y
2 _ . r X r
5U(u,5u)_fw[aF2 6F].5de +f[ Sz 0 [ oudV” +

o (17.13)
+ [ U 6’u,] SudS" .
st Ou?
Ja foi visto no Capitulo 11 que
0%
=G 17.14
=G, (17.14)
onde
G=(I®8)+(F'@I)P(FQI). (17.15)

Logo, com (17.14), e introduzindo-se os tensores de segunda ordem
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0> 92
L, = — &Z’g e Lg=-— af’f , (17.16)

pode-se escrever (17.13) da seguinte forma

52U(u,5u)=f _(G&F):&dewf (Lybu) - SudV" +
v v (17.17)
+]:gr(L55u)-6udS .

Note-se que (17.17) é uma forma quadratica em dw .

Observacéo 17.1

A segunda variacdo da energia potencial € positivo-definida na configuragdo de equilibrio definida
por u, se

82U (ug,6u) >0, Véue HEZ' (V") |éu =o. (17.18)

Logo, se (17.18) for satisfeita, a configuracao de equilibrio ¢ estavel.

1.2 Configuragéo de Equilibrio Critica

Definigdo 17.1: Configuragéo critica
Se
8% (ug,6u) >0, Véue HEZO(V") e Fduy, = o|6U (ug,bu,) =0,  (17.19)

diz-se que a configuragio de equilibrio é uma configuragéo critica.

Definigédo 17.2: Carregamento critico

O carregamento correspondente a uma configuracdo critica ¢ denominado carregamento critico.

Observagéo 17.2

Os solidos ou as estruturas podem tornar-se instdveis em configuracdes criticas. Como o campo
ou,, de (17.19) representa um modo de deformagdo, para o qual o sélido ndo possui rigidez, as

configuragdes criticas indicam, em geral, mudancas bruscas de comportamento do sélido ou da es-
trutura.

Defini¢do 17.3: Modo critico
O campo du,, de (17.19) é denominado modo critico.

Observacéo 17.3

Quando os carregamentos b e ¢ ndo dependem dos deslocamentos, como é o caso de carregamen-
tos devidos a gravidade, tem-se

L, =Ls=0. (17.20)
Logo, de (17.17) vem
82U (u,8u) = fvr (GSF): SFAV" (17.21)
Recordando-se de (17.15), tem-se
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2 _ . T T . T r
6 U(u,éu)_fvr[s.((SF 6F)+ (DF'6F): (F'6F)|dV" . (17.22)

Lembrando-se das simetrias menores de 22 dadas por D = [¢D) = DI, pode-se escrever

(DF'SF): (F"6F) = DIy(F"6F): Is(F"6F). (17.23)
De (17.22) decorre entao
2 — . T . r
U (wdu) = | [S:(8F"6F)+ (DSE): 6BldV", (17.24)
onde
6E = %(FTéF +6F'F). (17.25)

2 Analise de Euler

A andlise de Euler ¢ um método aproximado para a determinagdo do carregamento critico de um
solido conservativo. Para a formulagdo da Analise de Euler sdo feitas as seguintes hipdteses:

e O solido esta sob carregamento proporcional, ou seja, a intensidade do carregamento pode
ser descrita por um fator de carregamento -y, tal que

b(t)=~v(t)byemV, t(t)=~v()t,emS, e u(t)=o0 em§3,, (17.26)

onde v (t) é uma fun¢do monotonica. Em particular, o carregamento critico ¢ descrito por
um fator de carregamento ;. Por simplificagdo, admite-se aqui que o carregamento ex-

terno ¢ tal que (17.20) possa ser considerada valida. Assim a segunda variagdo da energia
potencial pode ser entdo expressa por (17.24).
e O gradiente dos deslocamentos na configuracdo critica ¢ tdo pequeno que nela

F=1. (17.27)

e Na configuragdo critica S ¢ dado pela Teoria Linear da Elasticidade. Isto significa que, se
T, ¢ a solugdo do problema estatico da Teoria Linear da Elasticidade para o carregamento

b, e t, de (17.26), entdo, na configuracio critica,

Com as hipoteses acima, de (17.24) obtém-se
82U (u,6u) = fv[yﬂTO . (6L76L) + (DSE) : SE|dV (17.29)

onde 6L = Véu, OF = I40L ¢é a deformagdo virtual da Linearidade Geométrica e 2 € o tensor

dos modulos elasticos de rigidez da Teoria Linear da Elasticidade. Conforme (17.19) e (17.29), os
possiveis fatores de carregamento critico sdo dados aproximadamente pelo seguinte problema

fvr(/%E) :0EdV + fyﬂfV,_To (6L"6L)dV =0, Sue H'=O(V)|éu=0. (17.30)

Definigdo 17.4: Autoproblema da Analise de Euler

Retirando-se de (17.30) o simbolo das variagdes, tem-se o seguinte autoproblema
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fv(DE) . EdV +%erT0 (L'L)YAV =0, weH(V)|u=o, (1731)

onde L =Vu e E = IgL.O par {fyﬂ,uﬂ} com os valores de vy € com os campos vetoriais u
associados, que satisfazem o problema acima, contém, respectivamente, um autovalor e um autove-

tor do autoproblema.
Definicédo 17.5: Fator, carregamento e modo de flambagem

O autovalor de (17.31), 7y, é chamado de fator de flambagem. O carregamento correspondente €

chamado de carregamento de flambagem. Quando o carregamento é uma carga, ele é chamado de
carga de flambagem. O autovetor uj associado ¢ denominado modo de flambagem.

Observagéo 17.4

Se uyp € autovetor de (17.31), entdo auy, o € R, também €. Portanto, 0 modo de flambagem nao
tem amplitude.

Observagéo 17.5
O carregamento
b=rypby emV e t = yﬂfo em S, , (17.32)

¢ uma aproximacdo do carregamento critico. O modo de flambagem associado € uma aproximacao
do modo critico.
Observacéo 17.6
Note-se que (17.31) também pode ser escrita como

Uit (W — YpUgeo (w> =0, v € Rue H'=(V)|u=o, (17.33)

onde U, (u> € a energia de deformacgao da Teoria Linear da Elasticidade e

1
Ueo (w> = —ifVTO (L'L)dV . (17.34)

Observagéo 17.7

Na pratica, interessa-se, freqiientemente, apenas pelo menor fator positivo de flambagem. Quando
valores negativos do fator de carregamento fizerem sentido, interessa-se também pelo maior valor
negativo do fator de flambagem. O problema (17.33) ¢ denominado Analise de Euler ou Analise
Linear de Estabilidade ou, ainda, Andlise Linear de Flambagem™ e fornece uma aproximacio do
carregamento critico e do modo critico. Esta aproximacgdo sera tdo melhor quanto melhor forem
atendidas as trés hipoteses acima. Quando isto ndo acontece, a Analise de Euler pode fornecer car-
regamentos criticos totalmente contra a seguranca. Isto ocorre freqiientemente em estruturas abati-
das de arcos e cascas.

Observagéo 17.8
Quando (17.34) ¢ positivo-semidefinida, isto €, quando Uy, (u> > 0, Vu € HE=0(V), tem-se de

(17.33) o seguinte Problema Variacional

89 oy ; . .
“Linear Buckling” em ingles.
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U Cud>

U’ we HZ' (V) |lu=o. (17.35)

Yp = min

Exemplo 17.1: Coluna de Euler

Para o caso de um pilar de comprimento ¢, engastado na base, com uma carga unitaria de compres-
sd0 no topo e considerando-se a teoria de Bernoulli-Euler para barras retas mas restrita ao pla-
no(x,y), com z sendo o eixo dos centros de gravidade das se¢des do pilar, de (17.35) resulta em

notac¢ao técnica
(1 1\2 1 11\2
fo [2EA(u ) +§EI(U ) |dx
1, 2
= d.
0 2<U ) v
onde u ¢ o deslocamento longitudinal e v € o deslocamento transversal do eixo do pilar. Admitin-
do-se que na solucao de (17.36) o pilar comporte-se como inextensivel, ou seja, que v = 0, tem-se

‘1 2
7E[ "
fo 5 (v") dz
3
. %(v’)Q dx
que ¢ o funcional utilizado nas aplicagdes do Capitulo 13 nas aplicacdes do Método de Ritz. O au-
tovalor e o autovetor que formam a solucdo de (17.37) so, respectivamente,
_ w2 El
Y €2ﬂ

onde £ = 2¢.(17.38) também € a solugdo de (17.36).

Yp = min (17.36)

Yp = min (17.37)

¢ vy = Asino = (17.38)
€n

3 Modelos Unidimensionais

Nesta secdo alguns exemplos de modelos unidimensionais sdo elaborados como ilustragdo da teoria
da estabilidade apresentada.
Exemplo 17.2: Bifurcacéo em garfo estavel

Considere-se a barra rigida de comprimento ¢ da Figura 17.1, suportada por uma mola de rotacao
com rigidez k, de modo que o momento que ela oferece contra a rotagcdo da barra ¢ dado por

M, = k0. (17.39)

Em uma configuragdo deformada a barra inclina-se com o angulo . O momento que a carga exter-
na P aplica sobre a mola ¢ dado por

M. = Plsenf . (17.40)
Logo, a equacdo de equilibrio da barra é
My — My = kO — Plsenf = 0. (17.41)

Outra forma de se obter (17.41) € escrever a energia potencial da barra. A energia potencial interna
¢ a energia de deformacao da mola, ou seja,

Uint = %keg 9 (1742)
enquanto que a energia potencial externa ¢ dada por
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Ut = —Pv, (17.43)
onde

v=/{(1—-cosf) (17.44)
¢ o deslocamento vertical da extremidade da barra. Portanto, a energia potencial ¢ dada por

U:%kHQ — P{(1—cos®). (17.45)

Figura 17.1: Barra do Exemplo 17.2

O equilibrio da barra caracteriza um ponto estacionario de (17.45). Logo

Cfi—g = k6 — Plsenf = 0, (17.46)
que ¢ idéntica a (17.41). As solugdes de (17.41), ou de (17.46), definem as configuragdes de equili-

brio da barra. (17.41) é uma equacao transcendental. No entanto, pode-se verificar que

6 =0 (17.47)
¢ uma solugdo. (17.47) é chamada de solucdo trivial ou fundamental do problema.

A energia potencial (17.45) pode ser expandida em séries de Taylor, como se segue

dU 1d*U 1 d°U
U9)=U(0)+—-(0)0 +=—=(0)60> + —=—=(0)6° +
do 2 do 3! do (17.43)
1d'v. ., 1dU, - 6 '
+ZW(O)9 QW(O)Q +O(9 )
Logo, introduzindo-se (17.45) em (17.48), tem-se, em até 5* ordem em§6 ,
1 g 1 4
U(O)zié(Pcr—P)H +ZP€9 , (17.49)
onde
P, = % (17.50)
(17.46) pode entdo ser escrita da seguinte forma
au _ 1 )_
= EH(PCr P(l 69 ) =0. (17.51)

A segunda derivada da energia potencial pode, da mesma forma, ser expressa por
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d*U 1
—— = (P, — P)+ = Pl6*. 17.52
d02 ( cr ) + 2 ( )
As solugdes da equacgdo do terceiro grau dada por (17.51) sdo
0 =0 ;

0= G _ i\/@ (17.53)
s P

(17.53) confirma a existéncia da solugdo trivial ¢ mostra a existéncia de uma outra solugdo 6,, dita
secundéria, cuja aproximacio é dada por 6, em (17.53). Esta solucdo existe somente paraP > P...
As solugdes 0 e 6, assim como a sua aproximacio 6,, estdo grafadas na Figura 17.2. A solugdo
geometricamente exata 6, de (17.46) pode ser obtida numericamente, resolvendo-a de forma itera-
tiva através do método de Newton, por exemplo.

O grafico de uma solugdo é chamado de trajetoria de equilibrio. Note-se que para o carregamento
P, existe uma bifurcagdo das trajetorias de equilibrio, bifurca¢do esta chamada de bifurcacdo em

90 ~ . ~ . o
garfo™. A configura¢do onde esta bifurcagdo ocorre ¢ uma configuragdo critica e o carrgamento
associado € um carregamento critico.

*P

Figura 17.2: Bifurcac@o em garfo estavel

Introduzindo-se as solugdes (17.53) em (17.52), tem-se para a segunda derivada da energia potenci-
al

d*U |~ d*U ,
= (6)=¢(P,—P —(6,)=20(P—-P,). 17.54
Logo
>0 seP<P,;
d°U = _
W(e) =0 seP=P,; (17.55)
<0 seP>P,;
[

%0 «pitch-fork bifurcation” em inglés.
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d2U >0 seP>P,;

a60? =0 seP=P,. (17.56)

(%)

Portanto a solucdo trivial ¢ estavel para P < P, e instavel para P > P,.. Para a configuracao criti-
ca

3 4
=0 ¢ L5
do do

Logo a configuragao critica caracteriza um minimo local da energia potencial e €, portanto, estavel.
Dai a nomenclatura bifurcacdo em garfo estavel. A estabilidade desta configuragdo ¢é representada
graficamente por circulos preenchidos. Ja a solugdo nao-trivial é sempre estavel. Na Figura 17.2 as
trajetdrias estaveis sdo representadas com linha sélida e as instaveis com linha tracejada. Como as
trajetorias secundarias sdo estaveis e simétricas em relagdo a trajetoria fundamental, esta bifurcacdo
¢ também chamada de sSimétrica estavel.

0,)=P.l>0. (17.57)

Considere-se que a barra da Figura 17.1 tenha sido montada com uma imperfeigao traduzida por um
pequeno angulo inicial 6,. Neste caso, a energia potencial passa a ser dada por

U:%k(é—éo)z—Pﬁ(cose—cos%). (17.58)
Derivando-se (17.58), obtém-se a seguinte equagdo de equilibrio
Z—g:k((‘)—ﬁo)—l—P&enH:O. (17.59)
A solugdo geometricamente exata de (17.59) ¢
0 — 6,
P=PF —— 17.60
cr sene ( )

e esta grafada na Figura 17.2 com a notacdo 6, . Esta solugdo ndo apresenta bifurcagdo e é sempre

estavel. Diz-se que a imperfeigdo erodiu ou destruiu a bifurcagdo. Uma aproximacdo de quarta or-
demem 6 de (17.59) leva a

(17.61)

e estd grafada na Figura 17.2 com a notagdo 6,. Uma aproximagio de segunda ordem de (17.59)
leva a

P = Pcr% (17.62)

e também esta representada na Figura 17.2 com a notagdo 6, . Note-se que nesta solugio P — P,
quando 0 — .

A anélise de Euler deste modelo consiste em utilizar na segunda diferencial da energia potencial

U 9
dU:WdH = ((P, — Pcosf)do (17.63)
as hipoteses do item 2, o que resulta em
2
%dQQ =((P, — P)d#*. (17.64)

(17.64), igualada a zero, fornece o autovalor
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P=r,. (17.65)

Neste caso, a analise de Euler fornece exatamente a carga critica da barra perfeita. Este exemplo
assemelha-se qualitativamente com um pilar engastado na base e livre no topo, sujeito a uma carga
pP.

Exemplo 17.3: Bifurcacdo em garfo instavel

Considere-se a barra da Figura 17.3, desta vez com uma mola linear sempre horizontal com rigidez
dada por k. A energia potencial deste modelo ¢ dada por
1

U:2

ku? — Ply = %k€2sen29 — P0(1—cosf). (17.66)

Figura 17.3: Barra do Exemplo 17.3

A equacao de equilibrio ¢ obtida por diferenciagdo de (17.66). O resultado ¢

% = (send (P,. cosf — P), (17.67)

onde
P, =kl. (17.68)

As trajetorias de equilibrio da barra perfeita e imperfeita estdo grafadas na Figura 17.4. Configura-
¢oes estaveis correspondem a linhas solidas e as instaveis a linhas tracejadas. Pontos criticos insta-
veis sdo indicados por um circulo vazio. Veja que ha uma bifurcacdo em garfo instavel na barra
perfeita para o carregamento critico P,, = k¢.
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Figura 17.4: Bifurcacdo em garfo instavel

A trajetoria secundaria desta vez é totalmente instavel e existe somente para P < P... Esta bifurca-

¢do ¢ qualificada também de simétrica instavel. A trajetoria da barra imperfeita apresenta desta vez
um ponto critico, que ¢ denominado ponto limite, que representa um maximo para a carga. Apos
este ponto critico a barra torna-se instavel e a carga diminui.

Observe-se que o ponto critico da barra imperfeita apresenta uma carga critica menor que a carga
critica da barra perfeita. Este fato mostra que ¢ importante a considera¢do de imperfei¢des na mode-
lagdo da instabilidade. Observe-se que a carga critica da barra perfeita ¢ um limite superior para as
cargas criticas das barras imperfeitas. Isto significa que (17.68) estd contra a seguranga para barras
imperfeitas. Outro fato importante ¢ que, ao contrario do exemplo anterior, para cargas acima de
(17.68) ndo existe uma configuragio de equilibrio estavel. E importante também notar que a analise
de Euler neste caso fornece apenas a carga critica da barra perfeita.

As bifurcacdes estdo associadas a simetrias do problema estatico. Arcos simétricos sob carregamen-
to simétrico, por exemplo, podem apresentar bifurcagdes ditas simétricas instaveis que estao associ-
adas a modos criticos assimétricos, ou podem apresentar pontos limites que estao associados a mo-
dos criticos simétricos. Neste aspecto a nomenclatura bifurcacdo simétrica ¢ confusa e recomenda-
se o seu desuso.

Exercicios 17.1

e Complemente o Exemplo 17.3. Faga a Analise de Euler.
e Repita 0 Exemplo 17.2 com uma mola de rotagdo tal que
My = k0(1—6%). (17.69)

e Refaga o Exemplo 17.3, supondo que existam duas molas, uma de rotacdo com rigidez kg
e uma linear com rigidez k,. Para que valores de rigidez a bifurcacdo em garfo instavel
passa a ser estavel?

e Faca a analise da estabilidade do modelo da Figura 17.5.
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Figura 17.5: Reversdo de configuragdo™

! “snap-through” em inglés.
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